
������������	 ��
��  ������
�������
 ������
����� ����	 ���� �

��� �����	
 ������

� ��� �����	�
 ���� ����������

����������	�
� ������� ���������������������
��������
���� �
���� ����
����� � �� ���������

���������	
������� ����� ���
����� ��������� ��� ����������	���������� ������������ ����	

���
���� 
 ������� �����
����� 
������
 ������� �������	������� !
������ �������� ��������� �

������
�����" ��� ����������	���������� ������������ ������#� ������� �������������� ����	

���� $�����
�� ���� ������������ ������� �
������ ��%���
�
���� ����
�� ������� ������	

��
�#��� ��������� ��������
����� ������ � �������� ��%�� �������
����� ����� ��� ����������	

���������� ������������ ! ������
� �����&���� ��������
�#��� ����������	���������� ���	

��������� ����&����� ���� $������� ��������� � ������������ ������ ����������" ������� ������

����� ���������
 �
�&���� � ��������� ������ ������� '�� ����������
 �������
����� 
����� ���	

��������� ������� �
������ � 
������ (�������" � ��� ������������ ������� � �������� 

�������� ��	�
) ����������	���������� ������������" �������������� �������" ����
��

�������" ����&����� ���� 

���) *+ ,* 	-" *+ ,* ./" *+ ,* 01" *+ +* 	1

������ �

������������������� ���� ����� ������ ������ ��� ��� ����!��� "��#��$� ��!��!
�����%������& �"'���% ���� �!����� (�℄� (�℄�� ��!%���� *+* % ,��& ��-�!�& �!��� ���$���-�
 ��� �������# . ��� ��/%���� ������# ����%���%- 0� ����� % /!�������� %��� 1������ �!
,��. /��# ��# ��� %������%� +!� % ����� �� �����$-�!2�3 ������ ��������� ���� �!���%�3
�-��2�� (4℄� (��℄. ���!�� ����� �!���%�3 �-��2�� �����!����� �!/%��!. ! ������ 5 �����&�6�
���� ������ 7 �%�/� � ,��� %�/���!� /!�!�! ��������� ������%!��#��3 ����� �!���%�3
�-��2��� �!�. % "��#�����% ����3 �����#/- ��� ����$��!�#�� ������ �������!� �����
*��!�� ���$� ����� % /!���-��3 ���� ��$-� "��# ���-��� ���#�� % ����%���%- 0�& ����
��$��!�#��& ��� +!��� �"�!/��. % ����� �� �����$-�!2�3 %�/���!� /!�!�! ������%!��#��$�
�!/%���� � ������� !��!�!�! !�!�����%!���& �����$��!�#��& ��� 8�� ���� �����!� �!��
��. ������ %���! � �/ ����!��%�� /!�!�� � ��$-� "��# ������� ��%!��!����� �"�!/���
*�!/�%!��� �!�6. ��� �� ������!���%! *+* ���-��! � ���������#�- -�����-����- ����
���� . �����!� % �!����& ��-�!�& ��%�!�!� � �/�����3� �-0��%�%!�� ,��3 �������� ��/�
%���� �����# ������ ���%��� �!���%�3 �-��2��. �!/%��# ��%!��!���� ����� 5 ��������
� �!/�!"��!�# �����"� ��������� �"0�& �����!%���3 �� ����� ��� �!/��& ����3�

!" � #��$� %&��'(#�)�� �  �*#)+�,� %�&�-���,� � (�$&  �� .$�� 0*&#1 2

!" 7%�� % �� ������!���%�%���� M (4) �!��!�#���%����� xa (a, b = 0, 1) � -$��%�
xi (i, j = 2, 3 ; x2 = θ. x3 = α) �������!��. ����5� xµ = {xa, xi}� +�$�! $�!%��!2����� ��� "-��
�����%!�#�� ������3

ds2 = gµνdx
µdxν = (2)ds2 −R2dσ2 , �����

$� (2)ds2 ≡ γabdx
adxb. dσ2 ≡ σijdx

idxj = dθ2 + sin2 θdα2. γab = γab(x
a) � R = R(xa)�

9 "�3 ��/�� ��%�����3 �� ��������3 �������3 ��� 	:	 ���-��-�-. !�!��$���- ���
���� ������ +!�. �!�����. ��� ��/��! ,��$������-�#�! �+;<� ���=

T = Tµνdx
µdxν = Tabdx

adxb + p⊥R
2dσ2 , ���	�

$� Tab � �!��!�#���%����� ��������� +;<. Tij = p⊥R
2σij � -$��%� ���������. p⊥ >

?�������@A �!%���. ����5� Tαα = sin2 θ Tθθ = p⊥R
2 sin2 θ� +�/�� ;3���3�! ��� ������

�������� �	��
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����� � �� ��������� ��

����� ��		
 ���������� ��� �
���
���� G = Gµνdx
µdxν = Gabdx

adxb+G⊥R
2dσ2� ��� ������	�
�

��	�
 ���

Gaj ≡ 0 ,

Gab = − 2

R
R ; a; b +

1

R2

(

2R∆R+ (∇R)2 + 1
)

γab , �����

Gij = G⊥R
2σij =

R

2

(

R (2)R− 2∆R
)

σij , �����

��	 ∆R = ∇a ∇aR = γabR ; a; b� (∇R)2 = γabR, aR, b� ∇a ≡  ; a! � (2)R " ��������
��# ����$�����#
� ���%�	���# ���#���# �����$�� �
����
	&�� γab� ���
�	
�
�	����

'���� �(��$��� ���
	�� �����	��) *)�+
	)�� Gµν = (8πκ/c4)Tµν �������	
�# �� �����&��,
��	�	���� � ���	�	���� �������� ������
	��

Gab =
8πκ

c4
Tab, G⊥ =

8πκ

c4
p⊥.

-��
���# ���
��+	��# ����� � ������ �
���� ��%����

−2RR ; a; b +
(

2R∆R+ (∇R)2 + 1
)

γab =
8πκ

c4
R2 Tab ,

���.�

R (2)R− 2∆R =
16πκ

c4
Rp⊥ . ���/�

�� 0$�	�
��� �
� '*0 ��		
 �	
��	 �������	���	 ����� 2�℄� '*0� �����������) �� ��	��,
�	���) ����	
��	)� ��		
 
�&�� ��� �������	���% 
��� " 4 � 44� 5# '*0 
��� 4 
	�$�� Tab

��$���	
�# �� ��(�
�	���� �	 �$�
������ �	�
�����

Tab = εuaub + p‖nanb . ���6�

7�	�& ε 8 ��
���
& 9�	����� p‖ 8  �����&��	!: ���	��	� ;	�
��� {ua , na} �(��$��
 ��(�
�	���)
(�$�� '*0� ����	
���#�<�	 ���
��+	��#�

uau
a = −nan

a = 1 , uan
a = 0 ,

γab = uaub − nanb, δab = uaub − nanb. ���=�

; ��������
��) ����	 ��		� �	�
����� � ���	�
����� ��,������ �����

{	u = ua∂/∂xa, 	n = na∂/∂xa} ,
{ω = uadx

a, ̟ = −nadx
a} , �����

����	
���#�<�	 �����#� ���������� � �$������
� (	u · 	u) = −(	n · 	n) = 1� ω(	u) = ̟(	n) = 1 �
ω(	n) = ̟(	u) = 0� >��
	�� �
��?
� �>@�� ��#$����� � �����) {	u, 	n}� ��$��	� ��(�
�	���) >@� A��
9
�� 	u = ua∂/∂xa " �	�
�� ����
	&��) � ������� ���#� ���
�B ��	�� �ua = dxa/ds�� >���)
'*0 
��� 44� ����� 
	�$�� Tab ��		
 �$�
�����) ��(�
�	���) �	�
��� $�	�& �	 ������
����	
�#�

0$ ���
��+	��) T ν
µ; ν = 0 ��
	���
 �����	��# ���C	��#

(R2T b
a); b + 2p⊥RR, a = 0. ����D�

��	  , a! 8 ���
��	 ����$�����	 �� xa� ; ������� (�$��	 {	u, 	n}� ��� ��������
�# �� E�����	��#
9���B��E ��
���
� 9�	���� � E�����	��# (�����E ��

	uε+ (ε+ p‖)u
a
;a + 2(ε+ p⊥)	u(lnR) = 0, ������

	np‖ + (ε+ p‖)n
a
;a + 2(p‖ − p⊥)	n(lnR) = 0 . ������

F�������� �
� 	uϕ = uµ∂ϕ/∂xµ = dϕ/ds � ω( 	A) = uaA
a� �����&��,��	�	���	 ������	�
� ����,

�	��) *)�+
	)�� �� � ������� (�$��	 ��C�� $�����
& � ���	

R;a;b = Ftotγab +Gtotuaub, ������



�� ���� �����	
� �� � �����	����

���

Ftot = F0 +
4κπ

c4
p‖R , ����	


Gtot = −4κπ

c4
(ε+ p‖)R , �����


2RF0 = 2R∆R+ (∇R)2 + 1 . �����


����� ������ �� ��������� �������� �
� ����
 ������� � ��������� ���� �

R; a; b =

(

F0 −
4κπε

4
R

)

uaub −
(

F0 +
4κπp‖

c4
R

)

nanb , ����!


(2)R =
4

R
F0 −

8κπ

c4
(ε− p‖ − 2p⊥) . ����"


�� #���� $%��� � �'() � � ��� ���*� �����  �����*� �������*� ��+��

(2)Ω ≡ √−γdx0 ∧ dx1 =
1

2
eabdx

a ∧ dxb , ����,


eab = −eba = (−γ)1/2ǫab,

eab = −(−γ)−1/2ǫab , ���$�


��� γ = det |γab|� ǫab - ��� ���*� �� ��� .���%/����0 ǫab = −ǫba� ǫ01 = ǫ01 = 1� ǫabǫ
bc = −δca�

1��+��* eab � eab ����������� ���������� na = eabu
b� ua = eabn

b �

eabe
bc = δca,

γabe
acebd = −γcd , ���$�


eabedc = γacγbd − γadγbc.

#���� �2��3 ���*� ������3�*� ����� 	η = ηa∂a ����3�*� �%��� � dR0

	η = −(	u ∧ 	n)(dR, ·) = −eabR,b∂a. ���$$


1���� (dR)(	η) = 	ηR = ηaR, a = 0� 4��� ���*� ηa � R � ���3����� '��� ��+*��3 ����3�* �
2��� ���* �� #���� 	η ����������� ��������� ��2���*�����

ηa;a =
1√−γ

(√−γηa
)

,a
= 0 ��� L�η

(2)Ω = 0 , ���$5


��� L�η - 2���+������ .� �������3�� 	η� 6� 2����* ηa ����������� ��������� 

ηa; b = −
(

F0 −
4κπε

c4
R

)

naub +

(

F0 +
4κπp‖

c4
R

)

uanb ���$	


�*������ �+ ����!
 � ���������� ηa = −eabR, b� ηa;b = −eaR, c; b� 4�������� � ��� � ���$	

7���������* ������3��%��� ���* ��������� �������� ����!
� 8�� ��  ������� ���� ηa;b
�+ ���$	
 2������ 

L�ηγab = ηa; b + ηb; a = −Gtot(naub + nbua). ���$�


9����  ������� ���3 ηa;b ��) eabηa;b = △R� :��*��� ����!
� 2������ 

eabηa;b = 2F0 +
4κπ

c4
(p‖ − ε)R . ���$�


���+*������ �� ;; ������<����*� 2���� � ���� ��������� ��������� ��2����� ���*%
�� ��2������3��� ��  ����� 8�������3��� ���� ��� �� ����� ����*=� �����������%
��= ��������� dxa/dλ = ηa(xb)� >�� ������� xa = xa(λ , xb

0) �2������� ����2��� ���������
���22� 2���'��+������ M (2)� ?���3 λ @ 2��� �� � xa = xa(0 , xb

0) = xa
0 � #�������� ���$5
� ���%

����� 2��� 	η 2���A��� ������ ����+ * M (2)� 2���'�*� 2���� ���A� �� �� A������� 4��
7� � ��������� ���$�
 �2��*��� ��������� ����� �<�� 2���������M (2) �  ������ γab� B�%
�*� ����� xa = xa

0 + λ ηa (λ ≪ 1) 2������ � ���'���� 2���'��+������ J = det |∂xa/∂xa
0 | =



����������	�
� ������� ��������������������� ��������
���� �
���� ����
����� � �� ��������� ��

√

γ0/γ = 1+λ ηa; a = 1� ��� γ0 = det |γab(xa
0)|� �	�
�	�
����� � J = 1 �
�	����� 
���� � 
�	����

�	���� ����
����	��� �	�
�	�
������ � ������� ��� �

��
 ���� !��"�# ��
��� �	���������
����
����	�
� !��� ������$��%
�# ������	�� �������� � 	η & ��%�
	
� '�
� ������	��� (���
ε+ p‖ = 0� �
 Gtot = 0 � !��"�# ��
����� % �	�������� )�������� *
��� ����
����	��� ������	��
����
����� �
���	���� $�
 �	��
��� % 
�
�+���
� ��
	��� ,�	%�
��� ./℄�
1��%� ���� γab �
���%��� ��%�
	 ����
����	�
� ������	�� 	η� ��
�����
	��+�� �	��������

!��"�# � !��"2#� �
 ���	�%� γab ��
�����
	��� �	�������� 3�� ����� !���4#� 5������ %
��
�����
�	������� ����
����	�
� ������	�� !��"�# ����� ���

ηa;bu
aub = 0, ηa;bn

anb = 0, !��"4#

ηa;b(u
anb + naub) = Gtot. !��"6#

�
�%
��%� ηa;a = ηa;bu
aub − ηa;bn

anb = 0� �
 �
7�
 
�	���$����� 
���� � �	������� !��"4#�
5�� 	��
7���� �������� ����$�� {	η , dR} �
 ������ {	u, 	n} � {ω,̟} �����

	η = εu	u− εn	n, dR = εnω + εu̟ . !��"8#

9����

εu = ηau
a = nbR,b = 	nR = dR/dv , !��/:#

εn = ηan
a = ubR,b = 	uR = dR/ds !��/�#

������� %
��
����� ��%�
	� 	η � %
��%�
	� dR� �������� �

��
 �����

ε2u − ε2n = −(∇R)2 = γabηaηb = (	η)2 ≡ F, !��/"#

��� F & ��%
�
	�� ���%;�� %

	����� xa� s � v & ����	������ ��	����	� %	���� xa = xa
1(s) �

xa = xa
2(v) � %����������� ��%�
	��� 	u = d/ds � 	n = d/dv� (��� F > 0� �
 	η �	������
�
���� �

εu ����� ����� '��	��� $����;� !
�������
� % �����;� �����# � %���������� ��%�
	��� 	u � <=�
������
� � ��%�
	��� �
��� 	η�
>$������ !��"8#� �	������� ������	�� !��"4# � !��"6# �
7�
 ��	������� � ����

	uεu = ηau
a
; bu

b = εnn
a
;a,

	nεn = ηan
a
; bn

b = εuu
a
;a, !��//#

	nεu + 	uεn = Gtot + εnu
a
; a + εun

a
;a. !��/?#

<

��
 ���� !��"2# ��� ����������	�$�
� $���� ηa; b ����	� �	������� ���

eabηa;b = 	uεn − 	nεu + εnu
b
; b − εun

b
; b = 2F0 +

4κπ

c4
(p‖ − ε)R . !��/�#

=������ �$������ !��/?#� ���
���

	uεn = εun
b
; b + F0 −

4κπ

c4
εR ,

	nεu = εnu
b
; b − F0 −

4κπ

c4
p‖R , !��/2#

$�
 ������ � !��//# ���� �
���� ���
	 ������� �	
��
���� ����$�� εu � εn�
1 �

��
 ���� !��/?#� ���
���� !��//#� !��/"# � !��"8#� ���
��� �

��
 ����

	ηF = −2εuεnGtot , !��/4#

%
�
	
� ������ � 
���� � �	������� !��//# '%���������
 �	�������� ������	���
<
�����
 !��//#� '�
��;�� εu ��
�� %	��
� xa = xa

1(s)� 
�	��������� �	�������� dεu/ds =
ηau

a
; bu

b� �
'�
��� ��� ����� %
��� p‖ = p⊥ = 0 � Dua/ds = ua
; bu

b = 0� '��	��� $����; �
�	��������
��
�� ���	��7��� %

	������ r� ��� %
�
	
� dr/ds = 0� ����� �%
� �
�	������ εu = εu(r)�
�����+���� ���������� ����
����	�
� ������	���



�� ���� �����	
� �� � �����	����

� ����� 	
���� �������� ���
���� �
����	�� ������� ������ � �
�	 	�
 ������� �	��
����
��� !�� ��� �� � ���  �� ��"�� ������	�� 	
�#����� ������$

εu
dε

ds
+ (ε+ p‖)(	nεn) +

2εuεn
R

(ε+ p⊥) = 0, ��� %�

εn
dp‖

dv
+ (ε+ p‖)(	uεu) +

2εuεn
R

(p‖ − p⊥) = 0. ��� &�

'�� 	���(��� ���
���� 	��	�����() ������* ε � p‖ +,- 	 .���������� εu � εn�

�� �������� �
���� � ������������� ������

�� /
���� #���
����
���* �����#�
����* 	�������� �����#�� . ������
����� �.��� 	�0
)������� .����(* �(��
����	� � 	�
� �������* ,*�1��*�� 2�*	�����
���� � 	�
� ��"#�	��
3��.� Gµ

ν;µ = 0 � �������* ,*�1��*� ��� �0���4�� �� �������* �����#�
����* 	��������
������ �(��.�� �������� ������(���	��

√−γP a
;a =

(√−γP a
)

, a
= 0, �����

#
� ��.��� �
����	�� ����. ����	�� ����� 	���� �#��	 R$

2κP a =
8πκ

c2
R2T a

b η
b = −c2R2Ga

b e
bcR, c. �����

6���(�� �������� ,*�1��*� � +,- ���7�� ��.��� P a ���1�� � ��#�

	P = P a∂a = 4πR2c−2
(

εεu	u+ p‖εn	n
)

. ��� �

-��� ��1���� �������� ����� � ��#� ���	������������ ��#����

P a = −eabM,b, ���4�

��.������� 8�������
9 M = M(xa)� -	��
���� ���&� �)�#��

dM = (	uM)ω + (	nM)̟ = (	nM)(̟ − Uω), �����

	P = (	nM)	u− (	uM)	n = (	nM)(	u+ U	n), ���:�

(dM)(	P ) = 	PM == 4πc−2R2(εεu(	uM) + p‖εn(	nM)) = 0, ���7�

�#� U = −(	uM)/(	nM) = p‖εn/εεu� +.�� ������� ��.��� 	P .	��	� �����)��	�� ������

M = const �.� ��� ���.��� M ��	����� �#�
� 	P � � ����
���� .���.��� dM �; ������0
��� �.	��
���� 2
��� �)�#��

	P 2 = (	P , 	P ) = −〈dM, dM〉 = 16π2

c4
R4(ε2ε2u − p2‖ε

2
n) =

16π2

c4
R4ε2ε2u(1− U2) , ���%�

�#� ( 	A, 	B) � 〈α, β〉 < 	.
����� �������#���� ��.����� � .���.����� ����	���
��� γab � � γab�

	������	������� =	
� (	P )2 > 0� �� |U| < 1� .���.��� dM ���	���	��������#���(*� � �( �����
������	 ����	�� � 	��	������* >'� ?�� ����� ����	��� 	 �
����	��� �		( (	nM) = 4πR2εεuc

−2

����	�.�� 	���� �#��	 R 	� 	.���	��� U = p‖εn/εεu� =	
� (	P )2 < 0� �� .���.��� dM �����0

����#����� ��� 	������	����� ���
���� M 	� ��������� >
��* (	P )2 = 0 	������	����� 	������*
	.���	�� ������	$ |U| = 1� ���� ��
������� 2
��� �� ���4� 	
�#���

M, a = −eabP
b. ���&�

-	��
���� ����� � ������� ��
���� 	���� ��"#� Gb
a � ��#������ ���.��� M(xa)$

M, a =
c2

2κ
R2eabe

dcGb
dR, c =

c2

2κ
R2(Gb

bR, a − Gb
aR, b). ����!�



����������	�
� ������� ��������������������� ��������
���� �
���� ����
����� � �� ��������� ��

������	
 ������� �����
 �������� M, a = (c2/2κ)(R + R(∇R)2), a� ������ �������� ��������
�������� ��� ������� ����	 "#℄% "�&℄ '' ����(���	 

M =
c2

2κ
R(1 + (∇R)2) . �)����

*����� ���(�������� ������+�� �)�,� ����������� � ��� �������� ������������ �)����
-�.���� ������� ������

M(B)−M(A) =

B
∫

A

dM = −
B
∫

A

eabP
bdxb �)��)�

�� ����� �� ��� ���(�������
 � ���/�� �� ����� A  B� -�.����
 �������/ �)��)� ��������
��������/�� 0����������� ���� ����� A  B� 1� �)��&�  ������� 2 �+�� �� �������
����/ ����� 321  ������� ����	� "4℄
 "5℄% "�&℄

M, b =
4π

c2
R2 (T a

a R,b − T a
b R,a) . �)����

*������ ���6�
 ����&�
 ������  ���,�
 ��0��� ��������� �%�����

dM =
4π

c2
R2

(

εεu̟ − p‖εnω
)

�)��#�

 ���������� ������� ����	 �� ����������� �������� 	u
 	n  	η7

dM

ds
= (	uM) = −4π

c2
p‖εnR

2, �)����

dM

dv
= (	nM) =

4π

c2
εεuR

2, �)��4�

(	ηM) = −4π

c2
R2εuεn(ε+ p‖) =

c2

κ
εuεnRGtot. �)��6�

'�(����� ����)�  �)���� ��� �������� ������� ����������� ������ ��0���

(	η)2 = −(∇R)2 = F = 1− 2κM

c2R
. �)��5�

-��������� ������+��� ��������� �������/ ��������
 �������8� ������ '' ����%
(���	 ����� �������� ����	�  ������ ���������� ������� ����������� ������� 3��

�������	��� ������ �� s  ������� ����)�
 �)��5�
 �)����
 ����,�
 �������� �������� ������
��������0 ����� ��8����� ��������� �����( �������� �����(� ����%9������ "��℄�

d2R

ds2
= − εu

ε+ p‖

dp‖
dv

−
(

p‖ − p⊥

ε+ p‖

)

2ε2u
R

− 4πκ

c4
p‖R − κM

c2R2
. �)��,�

-��:�

dR

ds
≡ 	uR = εn =

√

ε2u + 1− 2κM

c2R
. �)�)&�

�� ��������� ������������ �����
 ��������� � ����/��� ����������  ��<�������� <�%
���� 321� 9����� ������� '�
 ���������� �������� ����������� ������ 	η ���))�� -���/
x1 = R
 ��(�� ��������� ��������� ������������ � �������/� �� ����<�������� x0 = x0(x̃0, R)�
=�������� .�0 ����<������� ���������� 0������������%���������� �>1� ���8������
������������%������ "�)
��℄  0�������������� ����������	� "�#℄ ������ 9 .�� '? ���%
��� ����������� ������ ���))�  ����/�� ��� �������� ���� ��

	η =
1√−γ

∂

∂x0
= D∂0 , dR = dx1 , �)�)��

(��
√−γ = 1/D� 9������ � �� ��������  ������ ������������ � �������/� �� �������/�� 

����	 B

θ =
1

D
(dx0 +BdR) , 	eR = ∂R −B∂0 . �)�))�



�� ���� �����	
� �� � �����	����

����� �	
���� {	η ,	eR} � 
��	
���� {θ , dR} �����	������ �������� ���������� θ(	η) = 1�
θ(	eR) = 0� dR(	η) = 0� dR(	eR) = 1 � � �����	��	� ���������� ��������� ��������� ���	����
��� �	
�� 	eR �����	�����	� �� ���������  ��������� ∂∗

R = 	eR�
!��		� B ��
� ����� ����� "#��� {θ, dR} ��� ���%��������� &�%��� �������� '(�")*� '(�((*

 �����	�

(2)ds2 =
F

D2
(dx0 +BdR)2 − dR2

F
. '(�(+*

,� -��� (	η ,	eR) = 0 , (	eR)
2 = −F−1 � (2)Ω = D−1 dx0 ∧ dR = θ ∧ dR� .����� '(�(+* ��/� ��0��

��  ���	����1�� 22 �	��
 �&��
!��	�����	 ������� ���������������� � ����������� ����3	��	 ������	���%� ������ &4�

 � ��������� ������ ��		� ���

	u = εuF
−1 	η + εn	eR ,

	n = εu	eR + εnF
−1 	η . '(�(�*

ω = εuθ − εnF
−1 dR ,

̟ = εuF
−1 dR− εnθ . '(�(�*

!� ��	� ������ ������%�  		5��� �� ������	���%� 
 ��������� �������6

dR = εnω + εu̟ , θ = F−1(εuω + εn̟) , '(�(7*

	eR = F−1(εu	n− εn	u) , 	η = εu	u− εn	n . '(�(8*

! �����	 ������	���5 
��	
���� '(�(�* �	��
� '(�(+* ��		� ���

(2)ds2 = ω2 −̟2 =
(

εuθ −
εn
F

dR
)2

−
(εu
F

dR − εnθ
)2

. '(�()*

�����3	��	 "#���� �������� ���
1�� '(�"�* � �������� �����	 "#��� ��		� ���

dM =
4π

c2
R2{F−1[εε2u + p‖ε

2
n]dR− εuεn(ε+ p‖)θ} . '(�(:*

������ ��5����  ��������	 �������� ���
1��

∂0M = − 4π

Dc2
εuεn(ε+ p‖)R

2 , '(�+;*

	eRM = ∂∗
RM =

4πR2

c2F

(

εε2u + p‖ε
2
n

)

, '(�+"*

∂RM =
4π

c2
R2

[

εu(ε+ p‖)

(

εu
F

− εn
B

D

)

−p‖

]

. '(�+(*

���  �������
� ������ <��� �  ����	��� 
������	�
�%� ��������� ������� ����	���

��	�	���	�
�#����������� '<�* �	��� ="(� "+℄ � �����	������0�� 	�� ?�@  ���	����#
1�� ="�℄ �	��
�

(2)ds2 = N2(dx0)2 − L2(dR− V dx0)2 , '(�++*

%�	 N, L, V A �	
����	 ���
1��� 2�%����� �	�	�	 .��	����� ="�℄� "#���� ω � '(�(�* �� M (2)

��3�� �� ����� � ���	 ω = Ndχ� %�	 N ,χ A �	
����	 ���
1��� !����� 
����������	 ������	
χ = x0 � �������� '(�((*�  �����	� �������	��	

ω =
εu
D

dx0 +

(

εuB

D
− εn

F

)

dR = Ndx0 . '(�+�*

������ D = εuN
−1 , B = εnF

−1N−1� ���  ������ 
 ��	���0	�  ���	����1��6

ω = Ndx0 , ̟ =
1

εu
(dR−Nεn dx

0) , '(�+�*

	u ≡ d/ds = N−1d/dx0 = N−1 ∂0 + εn ∂R ,

	n = εu∂R , '(�+7*



����������	�
� ������� ��������������������� ��������
���� �
���� ����
����� � �� ��������� ��

ds2 = N2c2dt2 − 1

ε2u
(dR −N

√

ε2u − Fdx0)2 −R2dσ2 . ������

�	
 ���

L = ε−1
u , V = Nεn = N

√

ε2u − F . ������

���	
�� ������ �������� ������ ��� �	���������
� �� ���	
� � � 
 ���	!
� ���
"
�#$

��%&
� ����	��������#' �
)
"���
' ��#��� �	
)���#� �����' �*��+

 ���,�� - ���,�� �
.�)
�� ����/� 
��%� �
�0

(∂0 + V ∂R)M = −4πc−2 p‖R
2V , ����1�

∂RM = 4πc−2 εR2 , ���23�

∂0M = −4πc−2R2V (ε+ p‖) . ���2,�

4 ��*"�� 	�����5�#6 �	�
���$ ��%�� �#����%� �	��#� *	�����
�$ 
���5)*��#� � �����
�����' �*��+

 7,/℄ �	
 
����	
	���
� *	�����
' � ��

9���	���#� ��*"�
 ��	����	
)�+

 ���	
"���
:�
����	
"�#6 ���	
� ���)��# � ���	��!��'
�	�
���' r$ ��� ��	' (	u r) = dr/ds = 0� 4����� �;$ ���)���*% � �	�
�����
 {R, r}$ 

��	* {∂R , dr}$ � ��"����� 
�6��#6 �)�
��#6 ���
"
�� ����5�* r ������� ���5 �	����	
'
"���
+$ � R �������� ���5 �
6$ � �!� ��!
�5

	u = S̃−1∂R , ̟ = G̃dr , ���2��

��� G̃ , S̃ < �	�
	�"�#� �*��+

�  ��� �)�
��#� �����	 
 ����	 �.������' �
��# �	�:
�����# � �"���5% � �	
)��5�' �*��+

 W 0

ω = S̃(dR−Wdr) ,

	n = G̃−1(∂r +W∂R) . ���2��

4#.�	�� W 
) *���
� 	�����5���
 .�)
�� ,:�	� {ω ,̟}� 4 ��' �; ��� ����	� *�
�:
�*��	�' �
����	

 �,���� ��6�
�

	η = −Z−1∂r , ���22�

��� Z = S̃G̃� 9) �,��3� 
 �,��,� �#������

εu =
W

G̃
, εn =

1

S̃
, Z =

W

εuεn
. ���2��

4 
���$ ��� ����	�� 
 �����	�� .�)
��$ � ���!� ���	
�
 M (4) ��*"���

	u = εn∂R , 	n = ε−1
n Z−1 (∂r + εuεnZ ∂R) , ���2/�

ω = ε−1
n (dR− εuεnZdr) , ̟ = εnZ dr . ���2��

ds2 = ε−2
n (dR − εuεnZdr)2 − ε2nZ

2 dr2 −R2dσ2 , ���2��


�


ds2 = F
(

Zdr − εuε
−1
n F−1 dR

)2 − F−1dR2 −R2dσ2 . ���21�

=���5 �	�
���# {R , r} �	��	��������#� 
 ��*��
�# � .����
$ ��� γ = −Z < 0� ��� �*��+


Z$ � ��&5% �	�*� �,���� 
 ���2��:���2��$ ��*"��� *	�����
�

Z, R = εn, r/εuε
2
n . ����3�

>	���5�� 	�?��
� ��� *	�����
� ��@�

Z(r, R) = Z0(r) −
∫

ε−1
u ∂r(ε

−1
n )dR , ����,�

��� Z0(r) < �	
)��5��� �*��+
� r�



�� ���� �����	
� �� � �����	����

������ 	
���� �����
	����� �� ������ �	��
�� � �������	
���� ������	������ 	������ τ
� �
��
���	�� �������
�� r� ������� 
�� {∂τ , dr} 	 �
 ���	� 	�
����! 	��� �� � �����
����
������� "#�$%& � �������
�
� {τ, r}� ����
��� "'�('& �����

τ = τ(r, R) = τ0(r) + c−1

∫

ε−1
n dR ≡ τ0(r) + Φ(r, R) . "#��#&

)����
 ������� dR = cεndτ − cεnτ, rdr� *����
	��� +�� 	��
����� 	 "#�$,&- ��� 
��

ω = cdτ − Idr , ̟ = εnZ dr , "#��(&

I = I(r, R) = cτ, r + εuZ . "#��$&

����	����	����� 	�������� �
��� "#�$�& � ������
 "#�$%& �����
�� 	��

	u = c−1∂τ ,

	n = ε−1
n Z−1 (∂r + I ∂τ ) , "#���&

ds2 = (cdτ − I(r, R)dr)
2 − ε2nZ

2 dr2 −R2dσ2 . "#���&

*��	��.���� 	
��
��� 
�
������
/�� �� ������ � �
����	 �
�������� ����� �	�� ���0
��������- 
 �! 	���� ����������� ���
��	��� �
�
 � � �����
������� ������	
� 1������
"#�$%&-"#�$2&- "#��'& � "#���&-"#��$&- "#��#& ��������� ����� �����
	����� �� ������ )3)� 4�0
�����
�� {R , r} � {τ, r} ����� ����
��- �
� 
�
���� 5�
��������!��6 ��������!�

�� �� �����	
���� ���������� ����

� �
 ���	� ��������� �
�������� �� ��������
/�� �
�������� ���� *���
� ������

��
	����� 	��� 
�� ��
	����� 8��9����
 � 38:

Tab = ρc2uaub +
1

4π
(−FacF c

b +
1

4
FcdFcd γab) ,

Tik = − R2

16π
FabFbc σik , "(�'&

��� Fab = Ab, a − Aa, b = Eǫab- Fai = 0- Fik = 0- E = F01 = A1, 0 − A0,1� ���
 ������� ���
	���
��
	����� ������	����� ��� � �
���


(R2 ρua); a = 0 , (R2 ρeu
a); a = 0 , "(�#&

��� ρ � ρe ; �������� ��� � �
���
- {ua = dxa/ds , ui = 0} ; $0�������� ���� <�
	�����
=
��	���
 � ��
	����� �	������ ��� ����� 	��

(R2Eeba), a = −4πR2√−γ ρeu
b , "(�(&

ρc2ua; bu
b = ρeFabu

b = −ρe
E√−γ

eabu
b = ρe

E√−γ
na . "(�$&

��9���� ��
	����� ������	����� "(�#& ����� 	 	���

4πR2ρub = − eba M, a ,

4πR2ρeu
b = − eba Q, a , "(��&

��� M � Q ; ��������� ����/��� )����
 	����
��

dM = 4πρR2̟ , dQ = 4πρeR
2̟ , "(��&

(	uM) = 0 , (	uQ) = 0 ,

(	nM) = 4πR2ρ , (	nQ) = 4πR2ρe . "(�,&



����������	�
� ������� ��������������������� ��������
���� �
���� ����
����� � �� ��������� ��

����� �	
������ ����� M(r) � ����� Q(r) ����� �������� ���������� ������� � �������
�	���	 	� �� ��������	�	 ������� r� ������ �� �������  !�!" #	��$��� F01 = E =

√−γ Q(r)/R2�
$�	 ���� Tak = 0 �

Tab = ρc2uaub +
Q2(r)

8πR4
γab ,

Tik =
Q2(r)

8πR2
σik .  !�%"

&������� #	��$��� ��������� �  '��" �  '�'�"� #��(	��� � ���	��� $�	

ε = ρc2 +
Q2(r)

8πR4
, p‖ = −p⊥ = −Q2(r)

8πR4
,  !�)"

Ftot = F0 −
κQ2(r)

2c4R3
, Gtot = −4πκ

c2
ρR .  !�'*"

+������ �������  !�," ��#��� �	�	 #���#����� ������-�� 	
���	�

ρc2
Dua

ds
= ρe

Q(r)

R2
na .  !�''"

��#	�����  '�!!"� 	����� #	��$��� �		�	.���

ρc2
dεu
ds

+ ρe
d

ds

(

Q(r)

R

)

= 0 .  !�'/"

0����� � ��������� �#�����	���  !�/" 		 ���� �	������ ���	 �	(�����

(4πR2√−γ εtotu
a), a = 0  !�'!"

��� #�	�	��� #	�	� 1����� ������	�	 #����

εtot = ρc2εu + ρeQ(r)/R ,  !�',"

��.��� ������� �#�����	���  !�'!" 
���� � ���� 4πR2εtotu
a = −c2eab Mtot, b� 	�����

Mtot(r) = Mtot(r0) +
4π

c2

r
∫

r0

R2εtot̟ ,  !�'�"

(	uMtot) =
dMtot

ds
= 0 ,

(	nMtot) =
4π

c2
R2εtot = 4πR2

(

ρεu + ρe
Q(r)

Rc2

)

.  !�'3"

4����� ���	� $�	 Mtot = Mtot(r) 5 ������� �������� � ���	��� Mtot(r)−Mtot(r0) 	#��������
#	��� ����� ������	�	 #����	�	 �����$���	�	 	
����� 6�	�� �	�	� �����

dMtot = εu dM +
Q(r)

Rc2
dQ(r) .  !�'�"

��� ����	�	� ���7��� �	����	  /�',"�  !�)"�  '�/)" �  !�3"� ���	��$	 #	��$���

dM = εu dM +
Q2(r)

2c2R2
dR .  !�'%"

0�$���� #	$��	 ��������  !�'�" �  !�'%" �(	���

dMtot(r) − dM = d

(

Q2(r)

2c2R

)

.  !�')"

4����� �(	��� ����	��� ���7��

M = m+Mtot(r) −
Q2(r)

2c2R
.  !�/*"
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������� m = 0	 
� ����� ��������

F = 1− 2κMtot(r)

c2R
+

κQ2(r)

c4R2
. �����

������ ��������� ��� ���!"
��� ���
�
��

α(r) =
ρe
ρc2

=
dQ(r)

c2dM(r)
, ����

H(r) =
εtot
ρc2

=
dMtot(r)

dM(r)
. �����

#���� α(r) 
 H(r) $ �������� �� �� 
 %�� �
� ���
� &'
 ���
�
�� �������!' �� ��
'� εu �� ��

�'�� ��� ��
(��
�

εu =
εtot
ρc2

− ρe
ρc2

Q(r)

R
= H(r)− α(r)

Q(r)

R
. ���)�

������ '��(� ���
�
��

Re(r) =
Q(r)dQ(r)

c2dMtot(r)
=

ρe
εtot

Q(r) . �����

*����	 
� ���)�	 � ����"�! ����	 ����� 
 ����� �����
�+

εu =
dMtot(r)

dM(r)
− Q(r)

c2R

dQ(r)

dM(r)
= H(r)

(

1− Re(r)

R

)

. ���,�

����-���� ��������� α(r) ,H(r) , Re(r) 
 
�'�� ������ M(r)	 Q(r)	 Mtot(r) ��� ���!"
��� ���
.
�
�� �������!' ���' �
'� �����
�
��0
! �
�'�� 
 �����
'� '�����  �1��
� ��� �� �(����2
������2 ����
�� �0

�

� �����'�� � 
�� �	  �����' 
� �����2 ��� �
��' {r, R} 
 ��' 
�� ��)�� �
�
 ��)3��	 ���
��'� �2 � ��� �������� �4"��  �1��
� � ���� �'� ��� 5�2�'�
'�����	 
�������� �����	 ����� 

���)� 
�'�� �� ����� ��(�� ���
��'� � �
��

Z = Z0 +

∫
(

R
dH
dr

+
κ

c2εu

dMtot

dr
− κQ

c4εuR

dQ

dr
− d

dr
(αQ)

)

dR

ε3nR
. ���6�

7�
	 ��
'���� ����	 ����� �� ��
1�� ��� �����!"
� �4 ����

Z(r, R) = Z0(r) +

∫

1

ε3n(r, R)

(

dH
dr

+
κ− α2c4

c2HR

dMtot

dr
− Q

R

dα

dr

)

dR, �����

��� Z0(r) $ � �
�������� ����0
� r	 H = H(r) , Mtot = Mtot(r) , α = α(r)� &'� �� �(��
� ����'�
� ��' 
���
 ��)��	 ��)3� ��-' �4"�� ���' �����  �1��
� ��� �� �(����2 ������2 ����
�� �0

�
8'�!��	 ����(
� r = Mtot	 � 
���
� �  �1��
! 8 
 9�6℄� ;��� 1�� � ��4 ������
2 � ��� �
��.
'�� {τ, r} �����
� ��' 
�� �
�� ���,�� � 
 %'�� 
� ���)�	 � ����"�! ����	 �����
�

I = cτ0, r + εuZ0(r) +

∫

∂

∂r

(

1

εn

)

dR− εu

∫

1

εu

∂

∂r

(

1

εn

)

dR . ���3�

��� τ0, r = ∂τ0/∂r� 5����	 
�'�� 
 �� �� ���'�� 
 ��
'���� ���,�	 ��������

I = cτ0, r +

(

1− Re

R

)

Z0(r)H(r) −Re

(

1− Re

R

)
∫
(
∫

∂

∂r

(

1

εn

)

dR

)

dR

(R−Re)2
. ����<�

8'�!��	 
�������� ����	 
����

I(r, R) =

(

1− Re

R

)(

cτ0, r + Z0(r)H(r) − cRe

∫

τ, rdR

(R−Re)2

)

. ������

�  �����'�'� ��' 
�� ���,� ��� �� �(����2 ������2 ����
�� �0

 � 
�
���' �
�

ds2 = (cdτ − I(r, R)dr)
2 − ε2n

ε2u
(I(r, R)− cτ, r)

2 dr2 −R2dσ2 , �����
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