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���#����� $%&%' �����(� � )�������#��� *��(���� +�℄� -�� ��*�������� ������������ �� 
����
*�������# ���# �.� ��#��
� /!� ��� 0��(�
 � +	℄ ���� ��
�����1 23 ��� ������� ��� �4���
.���� 5 
� *���� ����� �
��
� ������ �������  �������� *��� (���)�� *���*�������#��� ���.��
*����������� *����
 ���� ������ 
���
������.�� ������� *����������� ����� ���# *�������"
��� . ��)����.�� ����������#����� $�� ���#��� �� 
�(�� �� *����������# �� ���� 
���
�����"
�.�� ���
 ��'7� 3 ������!�� ������ ����
���������� *��
������ 
����� 
������� � �.4�� ���
���������� ������ ��������.�"��

�������� �������  �������� 8���������

9������� � �.4�� �������� ����
 �) ������� ��(��������.�� ������������ � !���� 5!��
��� ��������.�"��

�������� 
����. +�℄� ��� ��������.�"��

�������� 
����.� ����

ds2 = eν(R,t)dt2 − eλ(R,t)dR2 − r2(R, t)dσ2 $���'


������� � �.4�� �*���������� .�.

m(R, t) = r(R, t)
(

1 + e−ν(R,t)ṙ2 − e−λ(R,t)r′2
)

, $��	'

(�� ����� �)������ ��������4�������� *� .��������� R� � ���.� : *� t; )���# � ����� �.�����#
����� c = 1� dσ2 : ����������� 
����.� �� 	"������ 9������� � �.4�� ����
���������# � ����
������ ��*��
��� +<℄ : +=℄�

0 *�
�!#5 
������� � �.4�� �����
�  �������� 8�������� )�*��������� ���� 5!�
 ����"
)�
1

m′ = εr2r′; $���'

ṁ = −p||r
2ṙ; $��<'

2ṙ′ = ν′ṙ + λ̇r′; $���'

2ṁ′ = m′ ṙ

r′
ν′ + ṁ

r′

ṙ
λ̇− 4rṙr′p⊥, $��>'

(�� ε : *�������# -���(��� .������ �.�5���� � ���� 
�������# 8πγ
/

c4 � �)
������� � �����4��
����� $�
−2'� p|| : ������#��� � p⊥: ���(��4���#��� $T

2
2 = −p⊥' �������� � ��� �� �����4��� *��

-��
 � �����
� $��� : ��>'  �������� $���' ���������� ��  �������5 ��� T 0
0 1 R

0
0 −R/2 = ε�  �����"

��� $��<' ���������� �� �����(����
  �������5 ��� T 1
1 �  �������� $���'� ��.�����.�� ��������

 ������
 ��* ������ T 1
0 = 0�  �������� $��>' ���� �� �)  �������� ��� T 2
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	���
	�
� �  	
� 
����� �! "#��$ � "#�%$ 
�����	� �	
 m(R, t) = const = rg� �
��������� "#�&$ 	
'��
	����
 
(�����	
) � ���*� +
,�� �
���) 
�
	��� ��������� ��) ��
	
,

��

	���
	�� ��������	 ���-

rg = r(R, t)
(

1 + e−ν(R,t)ṙ2 − e−λ(R,t)r′2
)

; ".�.$

2ṙ′ = ν′ṙ + λ̇r′. ".�/$

�
��������� �	
 � ����
� 
����� ��������) ".�.$ � ".�/$ �
��

	*� �
��������	 �
� 
�
	���
��������� 0+0� 1�) 	
,
 �	
(� �
����	* ������� 
�
	��� ��������� ".�.$� ".�/$� ��
(�
���

��(��	* �

�����	��� �
�
��)�

��(���� 
����
���� 
�
	��� �

�����	 eν(R,t) = 1�
��� 	��
� �

�����	�
� �
�
��� �! ".�/$ 
�����	� �	
 ����'���� e−λ(R,t)r′2 !���
�	 	
�*�
 
	

�

�����	� R- e−λr′2 ≡ f2(R)� +
,�� �! ".�.$ �
������

rg = r(R, t)
(

1 + ṙ2 − f2(R)
)

. ".��$

2�������� ".��$ ��,�
 ��	�,�����	
)� � 	�� ������) "f2(R) >,=, < 1$� �
	
��� � ��!��*	�	� �
�
�����	
)� ����
	���)�	 

(
� ��
	��� 
����� �!��
	�
,
 ������) +
������3
��� 45℄� 
 �
	
�
�
�� (���� ,
�
��	* ��'��

��(���� 	����* ���


�� 
�
	��� �

�����	 eλ(R,t) = 1�
��� 	��
� �
�
��� �
����� ���������� ����
,���
� ".��$-

rg = r(R, t)
(

1 + ψ2(t)− r′2
)

, ".�%$

,�� ψ2(t) 8 ��
�!�
�*��) ������) ��	�,���
����)� ������� ��������) ".�%$ ����	 
��������
���-

ds2 = tanh2
α

2
dt2 − dR2 − r2g cosh

4 α

2
dσ2, ".�:$

,��

R =
rg

2
(sinhα+ α) ,

α 8 (�!��!������ ������	��
;
�� �

�����	��� �
�
��) ��(��	* 	��� �	
(� ��

	���
	�����) ��
	* ��	���� (���

�
��
���
���

�
�� 	
 �
	* 	��� �	
(�

ds2 = eν(R,t)dt2 − eλ(R,t)
(

dR2 +R2dσ2
)

, ".�&$

	
,�� �
�����

r(R, t) = e
λ
2 R, ".�<$


	����

λ̇ =
2ṙ

r
;

�

2ṙ′ = ν′ṙ +
2ṙ

r
r′;

eν =
ṙ2

r2ψ2(t)
. ".�5$

=! ".�.$ 
 ���	
� ".�5$ �����

rg = r

(

1 + r2ψ2(t)− R2

r2
r′2

)

,



�� ���� �����	
� ���� ��
���


���
dr

√

r4ψ2(t) + r2 − rrg
=

dR

R
. ����	


�� 
�������� � ����� ��
��� �� ��������
���� � ������������ �
������ �!���� � �������
��
��� ���!� r = r(R) ��"�� #�$����%

rg = r
(

1− e−λr′2
)

.

&������� ���'	 �# ����� 
�������� $��
����

r(R) =
(

R+
rg

4R

)2

. �����	

(# ������� ����	 ���)	 $�� ������ ����!������� 
�����* � ��!�

eν(R,t) = eλ(R,t) ;
λ(R, t) = λ(r(R, t)) .

�����	

$��
��� ��������� �#�������� ��+���� ,�
�����-.������� /�℄� (# ���)	 $�� 
���� �����	 ���!
��

��������

ṙ′ = ṙr′
dλ

dr
, ����)	

$�������������� ������� $� t � $� R $��
���

ṙ(R, t) = eλψ(t) ;
r′(R, t) = eλK(R) ,

����1	

�!� ψ(t) � K(R) 2 $���#���%��� ��#��#������ �
����� ��������������� 3�!������ ����"����
����1	 � 
�������� ����	4

(rg

r
− 1

)

e−λ(r) = ψ2(t)−K2(R), �����	

(# �����	 ���!
�� ��� r(R, t) = r(α) �!� α ≡ ψ2(t)−K2(R)�
���������� ������* ��
��* ��+���� �����	� 6��� ������% $���#���%��� �
����� � ��!�

ψ2(t) = t2

4r2g
;

K2(R) = R2

4r2g
,

����7	

�� �# �����	 $��
��� �#������� ��+���� ,�
�����-.�������4

(rg

r
− 1

)

e−λ(r) =
t2 −R2

4r2g
= α. ����8	

3�!������� ����7	 � ����1	 ��*!�� ����"���� !�� eλ � $�!������ ��� � ����8	 $���� ���� ��#!����
$��������� � $����������
�� $��
������ 
��������� 9 ��#
�%���� $��
���

Cα = e
r
rg (rg − r) . ����'	

:���� ����#�� �# ����8	 � ����'	 ����� ����"���� !�� eλ4

eλ =
C

r
e−r/rg . ����;	

( ���!������%�� ������� ������� $�������� ��!

ds2 =
C

r
e−r/rg

(

dt2 − dR2
)

− r2dσ2, �����	

�!�

er/rg (r − rg) =
C

4r2g

(

t2 −R2
)

.
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�������	���
�  

��
����� "�
 #�
� 
� ���$� 
����
ν′ = 0� � ����
�� �
�����  

��
��� % �
�&�
����� '� ���	���
� ���(� 	 �� 
� ������ �������� ��

e−λr′2 ≡ f2(R)� ��� f(R) % ��

�	
����� ��� !
� 
�����
�
	��
�� �
��� 	���)��
� ��� ����
	
�
��� !

 ���*� +���� 
���� 	
�

m(R) = r(R, t)
(

1 + ṙ2(R, t)− f2(R)
)

. �*���

'� ���	���
� �*��� ����� ������� ��,��
� �
�����-.
��
� �����	
�����
� �����
��	�� �*��� 
�-
�
�
�����
 ṙ 
 
�����
��� ����������� 
+���
� 	 ��	
�
�
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� ��� � 	���)��
� f2(R) − 1�
�
���
� ��
 �
�� ��,��
� �
�����-.
��
 ��� 
����	���� ���
����
�
 	 �
	�& 
+
������
�&

ds2 = dt2 − r′2(R, t)

f2(R)
dR2 − r2(R, t)dσ2, �*�*�

�
���+
�
�� � 
� �
� �f2(R) > 1�/

r(R, t) = m(R)
f2(R)−1 sinh

2 α
2 ;

t− t0(R) = ± m(R)

2(f2(R)−1)3/2
(sinhα− α);

�*�0�

#��
��
��� 
� �
� �f2(R) < 1�/

r(R, t) = m(R)
1−f2(R) sin

2 α
2 ;

t− t0(R) = m(R)
2(1−f2(R))3/2

(α− sinα);
�*���

����+
�
��� 
� �
� �f2(R) = 1�/

r(R, t) =

[

±3

2

√

m(R)(t− t0(R))

]
2
3

. �*�(�

1���
	�� ��� !
� m(R) ����� % ��
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� R� 
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 �	��4��� ������� ������� ��,��
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.
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���������
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�� m(R)� f(R) 
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� #�
� ������ �
��
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�
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�
 
�
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�
 
����	���

ds2 = dt2 − a2(t)
(

dR2 + F 2(R)dσ2
)

, �*�$�

��� F 2(R) = sin2 R, sinh2 R, R2 	 ������ ��� ���
�
� 
� ���
�
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�
 �
��� �

�	����	���
�
����
	�� ��� !
�� �
�����
 ����� 
 ���*�� 
���� 	
�

m(t, R) = a(t)F 3(R)
(

ȧ2(t) + k
)

, �*�7�

��� k = 0, ±1 % ��������  �
	
���� "��
+���
	�	�� �
����� ���	���
� ���0 % ��$� ��� 
����	���
�*�$� � ����
	
� ��� !
�� �*�7� �
���
� �
����� ���	���
� 3�
����� ��� �����

 � ��	���
��/

1

a2(t)

(

ȧ2(t) + k
)

=
8πγ

c4
ε(t)

3
; �*�8�

ε̇(t)

ε(t) + p(t)
= −3ȧ(t)

a(t)
. �*�9�

: 
+5�� ������� ��� ��

�	
����& ��	
�
�
���� p(t)� �
��
� ��,��
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����� ���	���
� �*�8��
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 ������� 6��� 
� ��� 	�)��&� �
�
��� 
 ����
��& ��,��
� �
)�� +��� �
����� ��

���
	

/

p(t) = nε(t), �*����

��� n % ��

�	
���
� �
��
���
� �
��
�
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� ����� 	�
����
� ��� ��	���
� ������ 
 �
�
����


��� ����������
	�
����
�� �����
��

ε(t) =
1

a2n

3

[a(t)/an]
3(n+1)

, ������

��� an � ���������� 
����


�	��
�� ������	
� 	�
����
� ��� ��������
  ��
�

 ������ 	 �
�	!
���
� ���"� 
 
�#���
� ��
��������

da
√

[an/a]
3n+1 − k

= dt. ������

$�� �
���
����	� %�&���	�'��� �k = −1� 
�(��
� �
�	���
� ������ &����

ds2 = a2n sinh
2βn

α

βn

(

dα2 − dR2 − sinh2 Rdσ2
)

, ����)�

��� α � ��
����
�

dt = a(α)dα,

a(α) = an sinh
βn

α

βn

,

� ���������� 
����


�	��
� 	�&
��� 	 	
�� βn = 2
3n+1 �

*�����
���� 
�(��
� ��� #�'
����� �

� 
���� 	
�

ds2 = a2n sin
2βn

α

βn

(

dα2 − dR2 − sin2 Rdσ2
)

, ������


 ��� ����'��� �
���
����	�� ����	����	����

ds2 = a2n

(

1 + βn

βn

· t
)

2βn
1+βn

(

dα2 − dR2 −R2dσ2
)

. ����+�

�� �������	 
���
������ ����
� �
�
 ����������
�� ����

�������

� ���

���'
!�
����

���� 
�(��
� �
�	���
. /0/� 	 '���
�1 	�� ���

���'
�
'� ��
2
���� #�	
��� ���3'� �� �
���
����	����1 '��
�
����

ds2 = eν(r)dt2 − eλ(r)dr2 − r2dσ2. �)���

$�� ���

'
 �)��� �����	�� ���'2
� &���� 
���3 	
�

m(r) = r
(

1− e−λ(r)
)

. �)���

��������3  ��
�

 	  ��� ������� �������� ���)�

ε(r) =
m′(r)

r2
. �)�)�

4 '�����	� ���#�
�  ��
�

!
����3�� 	�&

��� ���#�
  ��
�

!
����3�� ��
#��
����. �
�!
'���
� � '���
��� ������	��
 '����������
 �	��5��� T 0

0 = ε� T 1
1 = −p||� T

2
2 = T 3

3 = −p⊥� $��
�������
� ������� 
�(��
� 	 
������

	����� ������ 	�&�
�� '��
�
������ ����	
� 	 	
��

eν(r) = e−λ(r). �)���

�

 ����	

 �)��� � ������ �)��� ���

'� �)��� ����� #��
���3 	 	
��

ds2 =

(

1− m(r)

r

)

dt2 −
(

1− m(r)

r

)−1

dr2 − r2dσ2. �)�+�



���������� ����	
	� �
����� ��� �	�
����� �	���� ������� 
��
����� ��� ��

�� ����	
	�� 
�
 ��� T 0
0 � T 1

1 ��
��
�� ��� ��� ������� ����� �����	�
��� ���
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