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�� �!"�� !���� �!"� !�$$���� ��� ��
'��
������� ���� ����$ ���!�'
�* ' ���$��
� $���
�� �!"�� "�.���������' ���'�& "'
��
�� ��& ���$� 4$����"�5+ "�����6 $� '�����$ ' "
�����
 �!"�$ '���

ds2 = y2c2dt2 − dr2

z
− r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), 4���5

��� y = y(r)+ z = z(r)7 t, r, θ, ϕ 8 '��$)+ �
��
�*�
) � ����'�� ����$����� !���'��!�'����7 c 8
!"���!�* !'��
�

��2�!�'� ����$ ���!�'
�* ���,���$ .��������$���*!
 ���
�*��& ���"�!��

Tik = (µ+ p)uiuk − pgik, 4��	5

��� µ � ������!�* .������7 p � �
'�����7 ui � 9�!"���!�*7 gik � $���� �!"�& ���,��+ !���'��!�'�62�&
4���5� :
���!"�� ����"!� ������
6� ,�
 ���) �+ �+ 	+ ��

��
'����) (&�%��&�


Rik − gikR/2 = −8πGTik/c
4, 4���5

��� Rik � ���,�� ��  �7 R � !��� ���,��
 ��  � 4!"
�)��
) "��'�,�
57 G � ��!��)��
) �)������)
<*6���
 4�
��� ������$ G = 1, c = 1 5+ ' !�� 
� !�
��"�+ !���� �!"�& !�$$����� � ���
�*�
��& ���"�!�� ����!�
'�)6� !���& ���������������6 !�!��$� ���"��'����� ����������
�*���
��
'����&� ������ ''�!�� ��'�6 ��,
'�!�$�6 ����$����6 x = r2+ ����
 ������!�* .������ � �
'�
����� )'�� '��
�
6�!)  ���, $���� �!"�� "�.��������� � �� ����,'����� �� ����$����& x+
"������ ����$ ���,�
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8πµ =
1− z

x
− 2z′, �����

8πp =
z − 1

x
+ 4z

y′

y
, �����

� 	
� �
����
���� ��������
���� ��
���
��� �����
��


4x2zy′′ + 2x2z′y′ + (1 − z + xz′)y = 0. �����

���

	�

 �����
��
 �������

��� ������� y ��
�
��� 
��
 �!�" �	����	�!�" �����#� ��$
��	��" �� 
���� ������� z �����
��� %�	���� � &�
� � ���� �����
��� ������� %�	���� ������'
y" �� �������

��� ������� z ��
������ 
��
 ��
 �
�	����	��
 �����
��
 �
���#� ����	��

(y + 2xy′)xz′ + (4x2y′′ − y)z + y = 0. ���(�

)��
 ����� �����
��� ���� �� �
*
 ��
�� �	����
 �*�����

�����" ��� ��� ��$�
��!�" �
����
����� �����
�� ����+� ��%����" ��$����!�" %����
 ������#� �
+
��� ����#�
� ����	��� �*,
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�����" ������
�" %�	��� ������� z(x) � �! ��+
� ������
 �
+
��
 y0(x)" ��#	� �*,

 �
+
��

��-�� �!��%��� � ��	
 ���	�����!

y(x) = y0(x)

[

A+B

∫

dx
√

z(x)y20(x)

]

, ���.�

#	
 A � B / ��������!
� &�
� -
 �! %�	�
� ������' y(x)" �� �
��	 �������� ��������� ��%$
��
�
� �!��%��� �*,

 �
+
��
 z(x) ��	


z(x) = z0(x)[C − z1(x)], ���0�

#	
 C $ ����������" � ������� z0(x) � z1(x) �!��-�'��� �
�
% ���	�����! ���

z0 = exp

∫

y − 4x2y′′

y + 2xy′
dx

x
; z1 =

∫

y

z0(y + 2xy′)

dx

x
. ���1��

�� ����� ��	
��	
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��� ���� ������ (y, z)� ����� ��� �%�
���� ������
 �
+
��
 (y, z)" �����$
�
�" 	
� �
����#� ������������$��
�
�� ���� (y = 1, z = 1)� 4��������
� ������' z � �� 	
�
*�
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+
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 (ȳ, z)� ����%�+


�	��# � �����������
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+
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� ��������� ��%��
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#� y$�	��#��� &�
� ��� �	�
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�����
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���� 
,
 �	�� �����
 �
+
��
 (y, z̄)� 2���
 ��
�*��%�����
 ��%��
� z$�	��#���
2���!
 �
+
��� (ȳ, z) � (y, z̄) ��-�� ����
�%����� 	
� ��
��
��� ���!� ����!� �
+
�� � ���$
�
��� y$�	��# � ���
 (y, z̄)" � �
%�
����
 ��
���� ���� (ỹ, z̄)� ����
��� z$�	��# � ���
 (ȳ, z)" �
�
%�
����
 ��
���� ���� (ȳ, z̃)� 6��*,
 #�����" (ỹ, z̄) �= (ȳ, z̃)" �� 
��� �	��#� �
 ���������'��
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�� ����	
� �
��� ������ ��� ����� ������� �
� �	����� z(x) ����� �� ���	 !�������	"
����#�����$��� C� %�
� !��
� z&����#$ !�������	" ����#�����$��� 	�������' � �	
"� C → 0�
�� !�����(��� !����
'��( !���)�� ����$���( z&����#�* lim

C→0
z(x) = z0(x)� !�+���	 �$����� �#� �
�

��$������ C&����#���

�� ����	
� �
�,� ������ ��� ����� ������� �
� �	����� y(x) ����� �� ��� !��������� ��&
��#�����$��� A � B� %�
� !��
� y&����#$ !�������	" ����#�����$��� B 	�������' � �	
"� ��
!�����(��� !����
'��( !���)��* lim

B→0
y(x) = Ay0(x)� #�� Ay0(x) = y1(x) - �$����� �������� �
�

��$������ �$����� +��� !����
'��( !���)�� B&����#��� %�
� !��
� y&����#$ !�������	" ����&
#�����$��� A 	�������' � �	
"� �� !�����(��� ��	#�( !����
'��( !���)��* lim

A→0
y(x) = y2(x)�

#�� y2(x) - ��	#�� �$����� �������� .$����� �
� ��$������ +��� !����
'��( !���)�� A&����#���
/��$���( y&����# !�
	�$���� � ���	
'�$�� ���(��#� !����
'��#� !���)��$

lim
B→0

lim
A→1

y(x) = y0(x). �0���

1���#� � !����
� ����	���	"��

/���' 	����� ��!�
���' ����#� �$���� !����
'���� !���)��$��� +�� !����
��� !�
	�$�' ��
'&
�� �����) ������( � 	��$�$�
��$�' ����� �� �	 ���������� ������� �� ��
� ����$�� ����#$���
.$!������ ����#� �$��� !������� � ��$��$�	�$�� �� ���$ $"����� ����� +
�����$���� �	��&
��� � ����� $��� �����
'�� !$�$������� 2����
'��( !���)�� !� �����	 �� !$�$������ !����
���
���$���' ��$��$�	�	 ����� +
�����$���� �	������ $ �$
'��(��� ����#� �$"� ����� ��������

1���(���� �����) ������(� !�
	������ ���������� ������� ����#��� �� �� !�����$���'
� ���� ��	�����( �!
����(� ��$#�$��� ��$�
����� 3$��� +���	 ����(���	 	�
����� �$��$���
4�
�(5� 6� �� ��!�
���' ���������( ����� ����#�� ��� ������ �������) !�����$���$��( ���$&
������( !��������( r � ����������) ��+���������� gik� 7 ���	
'�$�� �������) !�����$���$��(
(r, gik) → (r̄, ḡik) 	�$������ ��#������ ��#	� �������' ���( ���� 2������� ���������( �����
����#�� � ����� 	�$�������� �	��� !�
	�$�' ����� �
��� 8�� ����� ����(���$ !�����$�
�"� ��&
��( ��  � ������ �������� �� !���!��$���� � ����) �������$�$)� 9$��� ���$���� !���)�� �� �	
�
���� �������� $�$
�������	" ����	 �$!��� �����#� �������� �� ����� �#� ���������) ���(���
�� ��� ���
� � $
#���$������#� ��!$ #�$���$������#� !�
���

9����� ������� � ����� �� �
��� �� �� ���$ $�'�� ����� �!���$
'��� �	����� �
� �
� ���
��$��$�	��� $ !���)�� � ��	#�( �
�( !����
�� ���$���' +��  � ������� ����� +
�����$����
�	������ 7 +��� � �$�
"�$���� ����
 �������) !�����$���$��(� )��� ���$� ����$ ������ �$
!���
��	 ����� �$��������
'��( ��������

%�
� ��$����' ��� ����� �������) !�����$���$��( !$�$������ � !�������$�' ��!�
�����
$����� #�	!!�� �� !���)�� �� �	 �
���� �	��� ��!��������� 2�����$����� ������( � ��������&
��� �
�� !��������� ���	��	�	 �$��
�����#� ���#����$���� #�� ��
' �$�� �	��� �#�$�' #�	!!���(
!$�$�����

7 �
	�$� #�	!!� ��������� �� ����
� ������ #�	!! :�� 	�$������ �� ������ ���$ � ��
���$���� � !����
$) �$���#� �
��� 6���� #�	!! :� �	��� ��!�
���' ����� ����#��� �� ���#��
!������$��' � �#� ���	
'�$�$���

�� ��	
����	� ����������� 
����
 ���	���

7 �$������ !�����$ �$�������� ����(���� ������(� ����������	"��) ������� �
����

.$���� � ������#� ������� ;�$����
'�$

y2 = z = 1− 2m/r, �����

µ = 0, p = 0 ��$�		��� 2����
'��( !���)�� m → 0� ����������	�� C&����#	 � B&����#	 �������&
������ � ���	
'�$�� !�
	�$���� !
����� �������

y = z = 1, ���0�

µ = 0, p = 0 ��$�		��� z&1���# ������#� ������� ;�$����
'�$ �$�� ���#	
����� �������



�� �� �� ������	
 �� �� ��
���

y2 = 1− 2m/r, z = 1− 2m/r − C(r2 − 4mr + 5m2 − 2m3/r), �����

8πµ = (r −m)(3r − 5m)C/r2,

8πp = −(r −m)2C/r2.

���	�
��
� ������	 m → 0 �� ����� ������� ������������� C��	���� � 	��� �������� ���������
���  �����!����� ���
����� "��������#� ������� ��
�!����� ��� $�� ��� z��	��� �� �
������
�������%

y = 1, z = 1− Cr2, 8πµ = C, 8πp = −C/3. ���&�

"�� �	����	��� �����!����� '�	�
� ���
����� � ���������' ��������� p = −µ/3�
(����� ���'���' y��	��� � ������'� ������) *���+��
�	�%

z = 1− 2m/r; y = A
√
z +B

[

r2 + 5mr − 30m2 + 15
√
zm2 ln

(

r −m+ r
√
z
)]

, ���,�

	
� ����� ������� µ = 0� � p �= 0� �� ���� -�� ���'�
���!����� ���������� ����!����� �'
�

���-/� ������������ � �!���' $� ���'�
���!������ !
���% 8πµ = Λ� � 8πp + Λ < 0� ���	�
��
�
������	 m → 0 �� ����� ������� ������������� C��	���� � 	��� �������� ������� ��
�!����� ���
$�� ��� y��	��� �� �
������ �������%

y = A+Br2, z = 1. ���0�

1����'� ������) ����!����� �'
�
 '�$�� ���	��� ��
��� � �!���' ���'�
���!����� ��������
���% 8πµ = Λ� 8πp = 4B/(A+Br2)− Λ�

z�2	��� ������� ���,� 	��� �
��$���� ��	� �3�4� �� �
�$�
'� ���	������'� ��	� �3�53�� � ���
���
� ����+�� y -������ �� ���,�� ���	�
��
� ������	 B → 0 ����-������ ��� �
�$��� �
��$����
� ������ � ���	�
��
� ������	 m → 0 �����	�� � ������) 6	
���

y = A+Br2, z = 1− Cr2/(A+ 3Br2)2/3, ���7�

8πµ = C(3A+ 5Br2)/(A+ 3Br2)5/3,

8πp = (A+Br2)−1
[

4B − C(A+ 5Br2)/(A+ 3Br2)2/3
]

.

������� 6	
��� ��
�!����� ��� $�� ��� z��	��� �� ���0�� ���	�
��
� ������	 A → 0 ������	��
������� 6	
��� � �����
����� �������

y = Br2, z = 1− Cr2/3, 8πµ = c/r4/3, 8πp = 4/r2 − 3c/r4/3. ���9�

:�
� ���'����� � ������) 6	
��� y��	���� �� ��
�!�' ������� ��	� �3�9�� ������� �
��$��
���� !���� �

����!����� �������

 ;�$��	��� < ��
�!�� �� ������� 6	
��� ��� �-�-/�����
������� �����
��� �� �����+� ���� �-������ � ��
� �
������� '���
% µ(R) = 0�

���'���' y��	��� � ������) ������ � ����
����� ��
�!�' �����
����� ������� ��	� �3�9��
�
��$�)/���� !���� �

����!����� �������

 ;�$��	��� ���	�
��
� ������	 B → 0 ������	��
��� � ���,�� � ���	�
��
� ������	 m → 0 	���  ��������� ������� *���+��
�	�#

z = 1− Cr2, y = A−B
√
z, 8πµ = 3C, 8πp = C(A− 3B

√
z)/(A−B

√
z), ���4�

������� '�$�� ��
�!��� ��� y��	��� ��  �����!����� ���
����� "��������# ���&��
���	�
��
� ������	 A → 0, B → 1 ����-������ ���4� � ������� 	� 2������

z = y2 = 1− Cr2, 8πµ = 3C, 8πp = −3C. ���53�

"�� �	����	��� �����!����� '�	�
� ���
����� � ���������' ��������� p = −µ�
z�2	��� ������� ���53� 	��� �������� ��������� ���  !�������� ������� (�
'���# �(�
'���&�

y2 = A+Br2, z = (1 + Cr2)(A+Br2)/(A+ 2Br2), ���55�

8πµ = (B −AC − CBr2)/(A+ 2Br2) + 2AB(1 + Cr2)/(A+ 2Br2)2,

8πp = (B +AC + 3CBr2)/(A+ 2Br2).
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	��� "��#	��$ ��� �%�%&	���	 �	
	��	 ���'���	� �� �����(	

��� �%��&	��	 ��������� #���� � ���)* µ(R) = 0�
+��� ���#	���) z������ � ��'��	��	#' �	
	��, -���(
��)��� �� ���'��# �	
	��	 ����


��.� �� ������#� �������'��#� ���� 
������ ��	 �'��(�� y %	�	��� �� 
��.�� ! ��	�	�	 A → 0 ���
�	
	��	 ��	� 
������

�	
	��	 
��$� #���� ���'���) ��� ��	�	�)��1 �	�	2�� n → 0 �� 3������ �	
	��� "��#	��4

"��#	��5�

y = Arn, z = 1/a− brc, c = 2a/(1 + n), a = 1 + 2n− n2, 
���6�

8πµ = [a− 1 + ab(c+ 1)rc]/ar2, 8πp = [2n+ 1− a− ab(2n+ 1)rc]/ar2.

��#� �	
	��	 
���6� ���'���	� �%�%&	��	 ����	�����# y�������*

z = 1/a− brc, y = r
[

A · P (α, β,
√
1− abrc) +B ·Q(α, β,

√
1− abrc)

]

, 
�����

α = (−c+
√

32− 16c+ c2)/2c, β = 2
√
2− a/c.

7�	�) A� B 8 ���������	� P �Q 8 �%�%&	���	 �'��(��  	������� ! ��	�	�	 n → 0 
����� �	�	2����
� 
��.��

�	
	��	 
��9� #���� ���'���) ��� ��	�	�)��1 �	�	2�� n → ±1 �� 3
	����� �	
	��� "��#	��4

"��#	��9�

z = 1/(2− n2), y = r(A/rn +Brn), 
���$�

8πµ =

(

n2 − 1

n2 − 2

)

1

r2
, 8πp =

A(n− 1)2 + (n+ 1)2Br2n

(n2 − 1)(A+Br2n)r2
.

+��� n �= 0� �� �	
	��	 
���$� �	 ���'���	� �%�%&	��� ����	�����# y�������� +��� n = 0� ��
y������ �	
	��� 
���$� ��	� ����'�����	 �	
	��	

y = r(A+B ln(r)), z =
1

2
, 8πµ =

1

2r2
, 8πp =

1

r2

(

1

2
+

B

A+B ln(r)

)

. 
���5�

+��� ���#	���) z������ � �	
	��, 
���$�� �� ���'��# �	
	��	 ���� 
��.� �� ������#� �����
���'��#� ���� 
������ ��	 �'��(�� y %	�	��� �� 
���$�� :�� �%�%&	���	 �	
	��	 � ��	�	�	 n → ±1
��	� �	
	��	 
��;�� � �����)��2 ��'���2 ���'��,��� ����'�����	 �	
	����

�� ��������� 	
���
	�������� ���	 �
���
	����	��
�����

<� ��
	 ����	�	����� ������ �����2 �	
	��1 '����	��1 �����	���� ���'�	���2 � ��#�&),
�������� ������ ��� ��� �	
	��� #��'� ���	���) �������(�����# ����# �����2 ���	%����	���2
����� �� ����������(�� =	����� >;℄� ����#����# ���#������) �#	�� ���	%����	����� ���� ����
����(������� ���� ��� ������2� ��	�	���2 � ��%���2 >�℄ � >5℄�
������	���	 ��	���	��� ��##	������	 �	
	��� '����	��1 �����	��� #��'� �������)�� ��
)

� ��'# ����# �� ���	%����	���1 ����������(�� =	����� >;℄* � ��� �� ��� ��� %��� �������� �
>�℄ � >.℄� @����� �������	�����) ���� ��� ����� �	
	��� '����	��1 :1�
�	1�� � ���	�	�	���#'
���' ���������������	#	�� ������� � ������# �����	�	�	��� ��������� �	&	�����
"	���� !	1��

Wijkl = Rjikl + gi[kRl]j −Ri[kgl]j − (R/3)gi[lgk]j , 
$���

#���� ���%�����) �� ��#	���	 ��#��	����	 	�������� ������������ 
���������	 ���%�� �%�����
��,� ������##	�����(�, �� ���	���#�� ! ����	 ��� ������� ���'��# ��������)�', %	���	���',
#����(' !	1��

W = diag(W11,W22,W33), 
$�6�
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W11 = W22 = W̄33, �����

	�
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������� � i2 = −1� ����� ��
����� �
�
�
��
����
�
��� ����
��
� � �����
��	�
���� ���� �� �
�� W11 �= 0, � � ���� �� �
�� W11 = 0.
 ����
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�����"����#� ����$ 
������ 
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�
��	�
���� �
�������

λ3 + Pλ+Q = 0, �����

��� ��&���"����# P � Q �������
� �� �������$ ���
�"� '�$�� � 
���# P = (−3/4)W 2
11,� Q =

(1/4)W 3
11.

(
������� ���������� 
�

���
����� ��� �
����� &�
�
����� ��� )�����"������$* ����"��

V (λ, P,Q) = (1/4)λ4 + (P/2)λ2 +Qλ. ���+�

,����
�� ���

�����"�� ���� -./℄ ����"�� V (λ, P,Q) ���
#���� ����
�
��� 
��
�� (�����
' ���
��
�� ��
����12�� ��
����
�� P � Q ��	�� 
��
�� �P = Q = 0� 
������
����� ��������
��
����� � �����
��	�
��$ ��� � ��������� 
�����
�	��1 ����� �� �������� 
 ���
��$ 3�����
�����#� ��
������ ���
��� 
��� � 4������� 	�� ��
����
 P �������	�� �����
���
�5 ∂V/∂P 6
&��
����5 ∂2V/∂P 2 6 ���������
��� 4����� � ���
�" �����
� )
��
�������* ��
����
�
���� �
���
���
�"#�� ����
�� �
� 
���� �����
��	�
���� ���� ����� 
��� ��� ���������
�� ���
���� ���� �
�
�����#� ��
������ ���
��� 
���� 7
� &��� )������ ��2�
���* �#
����1� ���# �
�����"����#�
����$� ' ��%�� 
��	�� �
������� λ3 + Pλ + Q = 0 ����� �
� ��2�
�����#� ��
��8 λ1 = −W11,
λ2 = λ3 = W11/2. 4�
�2���� � ���� ��
�
�������� P = −3(Q/2)2/3 ������ ��������	�
��1
��
����� �
�
�.�� ����	�12�1 �
�
�
��
��� ���� ��

7��
������ ��
�� ����	�
���� �
������� � ����"�1 V (λ, P,Q), ����	�� &�
�
������#� ����
	���� &��$ ����"��� �#
�����#� 	�
�� ��
����12�$ ��
����
 P 8

V (λ1, P ) = −2P 2/3, V (λ2, P ) = V (λ3, P ) = P 2/12. ���9�

' ��	�� P = Q = 0 ����1��1�
� 
��	�� ���
#� �
�������#� �� ��
����
� �� ����"��
V (λ, P,Q)8 ∆(∂2V/∂P 2) = 1/6 � ∆(∂2V/∂P 2) = −4/3, 	�� ����	��� 
��	�� 
���� ���
�"# '�$�
�� � ��	�� 
��
�� 
 �
�� �� �����

,������������� ���
�
#���� 
�
������� ��
����
�� P � Q � ���1 �
������ � ����
�
���8 ���
�
�
�
��
��� ������
� 
��	��� �� → ���

7�
�� ��2��� 
�

���
���� ��������
�� 
��	����
������ ��������� ���� �
�
�
��
����
�
����� ��
�$��� � ����� ���������� �

��������1� :�� &���� ������� ���
��� � ����� ��� &��

������ � -+℄�

ds2 = zy2dt2 − dr2

z
− r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), ���;�

, �	���� �
������$ <$�%��$�� &������ W11 ���
�"# '�$�� ����� �#�� ����
�� ���

W11 =
2

3

(

z′ +
(1 − z)

x

)

, ���=�

��� %�
���� ����
������ ������	��� �
��������� �� ��
������$ x = r2.
(
������� �/��� ����� ��
���
��� ���

8πµ(x) =
2√
x
(
√
xΦ)′, ���>�

��� Φ = 1− z 6 ��1�����
��$ �
�����"����#$ �����"��� ���

Φ =
4π√
x

∫

µ
√
xdx =

8π

r
m(r), ���./�

��� m(r) 6 ����2�� ����
����� ��1�����
��� ��

��
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W11 =
8π

3
µ(x) +

Φ(x)

x
.  !�$$#

% ����� 
��&�� �����	
 '  	�	 Φ# 
�
(��� ����
���
������ 
 ������� �����		 ������
�	
��

� µ� ��)���� �	� ���
����
���  � 	�	 �# (��	
	� �� �����		 z 	 ���(�����
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(����� 
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�����	+ �������	&�
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��� ������	
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��

 ��	 z-
��	����

*�
 ���� &���� �
�����	��+ ��	 ���	� �����	
� z ���
����
���-����
 ����� 	���� �	�
�+ �������	�� �  !�"# ��	����
�� W11 ����� .�����	��
 ����&	�/��

 �������	�+ �����	�+
z = 1 + C0x ≡ 1 + C0r

2, ��� C0 0 ��
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