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 ���� ������ ��������������� �������� ������� ��������� ����������  ������ �����!
"������#���  � $������%������ "���� ���&����'�� &��'� � ����� ��(�(��'� '����'� )�*+℄ -�'�
������ )�� .℄/� ���$���&���' � ������ )�℄ ��� "��&��0�� ���&�#�� "�&1�& &�� "���(���� '��!
�� � &��1 ��(�(��1 '���2 ����1�&�'� ����� ������� 3���%����&� &�� �&��$� %������ "��������
�$� � �����''����(��# ������� �����'�  ���&���� -��4/� ����' � 5��� �����'�  ���&���� �&������
$������%������ ����& "� ��� z� �&���� ��'��� z → z−zi � "���(�� �� �' ������' "��� ��(�(��$�
����&�� ��1�&��$��� � ��( � zi� ������� &�� &��1 ��(�(��1 '��� '�0�� "���(��� �� "���%�!
"� ��"��"���%��� � ��&���� $������%������ "����%���� (����%� ��1�&��1�� � ��( �1 z1 � z2�
���� "�&1�& '�0�� ���� "��'���� �� 0� &�� "��������� '��$�(����(��1 ������� � 5�� ���(�!
� �'� ����&�'� )7℄� 
 ����� ������ &����� "�&1�& ��&�� ��"�������� &�� "��������� ��������
�"�����#�$� ��� ��� �  ������1 ��� � ������ $������%�� �� � ������' "���'�

�������'� ����'� � ����(�� �� ���������� ������#� �������� �������#�� �&������� ��!
����� 
�������� ��� 9'����: ���&���#�� �����(��� ���������� ;� ��$�&������ &���  ����!
��' ����' "������� �������� ����������2 �"����� "�&����� ������� "�������� �� ���'���
��������� )4� <℄�  ������� ���� ����'������� � ����� $��'����&���'� � ����� )�����℄� =������
>��� � ?������� ����'�������� 9"��1�&�'��:  ������� ���� )�	℄� ����� �����&������ '�0��
����� � ������ )��℄� ��� ������������  ������1 ��� ��������� "���������� 5 ����(�� �� ���'�
'������� ������#�� 5���$���(�� �� ������� )�	*��℄� @&��� �� '�&���� �� �� '������ ������!
�� �����'��� � ������� "����  ������ &�"�� ��� ������� �"�����#��  ������� ���� )�.*	�℄�
;������� �����&������'� ����#��� �����(�� ��� �����(�� � ��''����(���  ������� ���� �
���� �1 ����� ���� �� ��''������ @&��' �� ��������' �����&������ �������� "��������� ��!
������ �"�����#�1 ��� ��� �  ������1 ���� 
 ����� ������ "�������� �������� �"�����#��
��� ��� �  ������1 ��� � ������ $������%�� �� � ������' "���'� 
 5��' "���$���� ����'������
�����(�� �� �����(�� �!��''����(��� �������  ������� ���� � ������ $������%�� �� � ����!
��' "���' )�7��4℄� ����'������ � ������� ! ��''����(��� '���� � 
���� "�����������!���'����
��"����� ��������� ��������� � ��������� "����

����'����' �����# $������%�� � ���'������' �����'��' � ������' "���' φ� �"������'�#
&�������' ���&�#�$� ��&�2

S =

∫

d4x
√−g(R + gµν∇µφ∇νφ), -���/

$&� gµν A '����(�� �� ������� R A � �������  �������� 
����%�� &������� "� '���� � gµν � "��#
φ "����&��  ���������' ��������� � ��������# &��0���� � ������$� "���� ��������������2

Rµν = −∇µφ∇νφ, -��	/

∇ν∇νφ = 0. -���/
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ds2 = −e2udt2 + e−2u[dr2 + (r2 + a2)(dθ2 + sin2 θdϕ2)], !"#$%

φ(r) =
21/2(m2 + a2)1/2

m
u(r), !"#&%

��� r ∈ (−∞,+∞)� m� a ' ��	
��
� ��
����������� � u(r) = m
a

(

arctan r
a − π

2

)

# ������
� m ����(
�
	� �	���
�
���	�� ��		�� ��
���� ����� �
��)* ����
 )�������� ����*��
��+ � 
�� ��	
�
���	
���	
��� ��� �������
� r ��������
 ����,�
��+��� ��������# ���������� ��
���� ����
�)��� ������
+ ���	
���	
����)* ��)����)* 	���) r = 0# - 	�)��� m = 0 ������� ��������

�	������ ���	
�� ���.

ds2 = −dt2 + dr2 + (r2 + a2)(dθ2 + sin2 θdϕ2), !"#�%

φ(r) =
√
2
(

arctan
r

a
− π

2

)

. !"#�%

���� ��)/ ����0�/	� �����
�������/ ���
��� �������
 �	���� 	����
����# - 	�)��� �	�(
��+�� 	����
�����/ ����� 
���
���� ��
��� ���	
���	
��(������� ��,�
 ��
+ ����	
������ �
����� �&℄�

ds2 = −e2λdt2 + e2(ν−λ)[dρ2 + dz2] + ρ2e−2λdϕ2, !"#�%

��� ρ ∈ [0,+∞)� z ∈ (−∞,+∞)� ϕ ∈ [0, 2π) 1 ����������	�� �������
�� ν � λ 1 �)���� ����(
�����/ ρ � z# 2�
��� !"#�% �������
	� ��
���� -����� �������
� ρ� z� ϕ �)��� ������
+ 	���


������� �����# ��		��
��� 
����* �����
���� !"#�% 	 ���
����� 	������� ����� φ = φ(ρ, z)
� ���	
���	
��(�������� ������*0�� �	���+��� 	����
���� � ���	������� ��
���� !"#�%# ��
�������� 	 �&℄� )�������� 4���
���� � )�������� ���,���� ���� ���)
 ��
+ ����	
������ � ����

∆ν −
(

∆λ+
λ1

ρ

)

+ λ2
1 + λ2

2 =
1

2

(

φ2
1 + φ2

2

)

, !"#5%

λ2
1 − λ2

2 −
ν1
ρ

=
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

, !"#�"%

2λ1λ2 −
ν2
ρ

= φ1φ2, !"#��%

∆λ+
λ1

ρ
= 0, !"#�6%

∆φ+
φ1

ρ
= 0, !"#�7%

��� ��,��� ����	� ������*
 ����������� �� �������
�� x1 = ρ� x2 = z� � ∆ =
∂2

∂ρ2
+

∂2

∂z2
#

8�������� !"#5("#�6% ����*
	� ������	����� ����������� )�������� 4���
����� � !"#�7% 9
�
)�������� 	�������� ����# 8�������� !"#5% �����
	� ������������+��� 	���	
���� )��������
!"#�"("#�7% 	�	
���# 8	����� ��
�����)���	
� )�������� !"#�"� "#��%

2λ2

(

∆λ+
λ1

ρ

)

+ φ2

(

∆φ+
φ1

ρ

)

= 0 !"#�$%

�����
	� 	���	
���� )�������� !"#�6� "#�7%# - ���+������ )�������� !"#�6� "#�7% �)��� ������
+
�������� ������������� 	�	
��� !"#�"� "#��%# :��� �������� �	�� ������� ������� λ � φ
)�������� !"#�6% � !"#�7%� 
� !"#�"� "#��% ��
�����)��� � �)���� ν ����,��
	� ������������
��
�������

ν =

∫

l

ρ

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ− ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz !"#�&%

�� ��������+���) �����������) �)
� l� 	������*0��) ���
��)* ��	�������)* 
��) (ρ0, z0)
	 
���� (ρ, z)# -���� (ρ0, z0) ���������
	� ���������� )	������� �� �)���* ν# :� � )�����(
��� !"#�6� "#�7% ������� �� �)����� λ � φ� �����
 �*��� �������� ��������� 	 ��	
�������

���������	 ��

������� 
����� 
	��� ���� �������� � ���� ������ ���� ����	 ����� �	��������� �		��	�
 ���! R0

0
+R3

3
= 0� �	�	�� ���	���!��� � ���� �������" #"� ��"�� ���$� ��� ������	%	 �	�� φ(ρ, z)�



��������	 
����������	 ���� �

���������	
��� 	�������� ����	�� λ(k) � φ(k) �
�� ����	�	�� λ =
∑

λ(k)� φ =
∑

φ(k) 	���
����
 �� ����	���� ������ �� ������������		�� λ � φ ���	� 	��
� �
���� !� �� ��	��� 
ν �� "#�$%&� 
� �
� ������
� 	���� ����	���

�� �������	
�
� ����
� �������� ���

' �
�� ����(���� ����
 �������	� �����������	�)� �)���� !�� ������	�
� '���) � ����*
����� ������	�
�� ��
���� �������� ����
���	�� ���
���� 	��� ����
 ����
����	� � ���*
���	� ����
���	�� ���� � ������	�
�� '���)� ����
 ���������	� ����	�� ���� ����	��� ���*
��� !�� ���
���� 	��� � 
����� (����
���� � ���)�	�� ������ +��������*����
���	�)

���� �� ������� ���	�
�����
 ������������� ��������
 ������ (r, θ) → (ρ, z)� ������ ���������� �����
�
��������� ��������
 (r, θ)� �
� ������� ��� ����! "�����# π� $�������� ���
��
�
���
 ���
������!# �
�����
r = 0� θ ∈ [0, π)� � ��#���!� ��������
�� (ρ, z) ���
����
�� ���!���
�� ����� ���
���� A+ ���!���
 �����
�

� r > 0� A
−
% �����
� � r < 0� &����
� ��������� ��������
 (ρ, z) % ���������
�� '���� r = const

� ��������
�� (ρ, z) ����	
�� ������������ ����� θ = const % $���������� �����)� ���
 ������

� $��������� ��
���� ���
��
�
���
 ����
�������� �
����� z = 0� ρ ∈ [0, a]�

��
���� )��)�
) ��
	�� ������ ����� ��!��� ������	�*����
���	�� ��
���� ���
��	
��*
�����	�� +������
���	� 
�
������ ��������*����
���	�� ����	�� "#�,� #�%&� ������ !��
���
��� 	���� ����
 ��
� ����
����	� � ������	�*����
���	�� ���� "#�-&� .�����	�
	��
�����������	�)� �)���� !�� ��������� ������	�
� (r, θ, ϕ) � ������	�
� '���) (ρ, z, ϕ) ���*
 
 ���

{

ρ(r, θ) =
√
r2 + a2 sin θ,

z(r, θ) = r cos θ.
"$�$&

/����������	�� �����		�� ������	�
� t � ���)�	�(� �(�� ϕ 
����
��		��� .�����	�
� �����*
(� 
 ���� !�� �	
������ �	���	��0

r ∈ (−∞,∞), θ ∈ [0, π]; "$�1&

ρ ∈ [0,∞), z ∈ (−∞,∞). "$�2&

�������	 ����	�	�) ������	�
 (r, θ) � �����
���� ������	�
�� ����
���)�
 ���� ����	��*
	� ����� ����	�� π� �������	 ����	�	�) ������	�
 (ρ, z) 3 ���������
�� /����������*
	�� ������	�
 "$�$& 	���	��	��	� � �����		�� ����
)� � �
����
��)�
 
���� (t, r, θ, ϕ) ∼



� �� �� ������	 
��� ��������	 ���� ������

(t,−r, π − θ, ϕ)� �������	�
���� ����� ����	������� ���� ��������� ���������� ��������
���� ������ ��������
��
������ A+ := {(t, r, θ, ϕ) | r > 0} ���� ��������� ������ A− :=
{(t, r, θ, ϕ) | r < 0}� �� �������� ����� �	 �
�� ����� ����� A+ �����
��� ������ ��������
�
�  r > 0� � A− �����
��� ������  r < 0� ���
���� �������� ������������ �������	�
����











r = ±2−1/2
[

ρ2 + z2 − a2 +
[

(ρ2 + z2 − a2)2 − 4a2z2
]1/2

]1/2

,

θ = arccos
z

r(ρ, z)
,

� �!"

��� 	��� #+$ 
 
���%���� ��� ����'�� r(ρ, z) ���
���
��� ������ A+� #−$ ( ������ A−�
)������ �������	�
����

D(ρ, z)

D(r, θ)
=

r2 + a2 cos2 θ

(r2 + a2)1/2

����*���� 
 ���� ��� r = 0� θ = π/2� ��� ���
���
��� ����� +�
����� �����
��� �����
�,
�����

��.����� ����
�/*�� �������� ����������/ �����
�/ ���� �0�!" 
 ����������� 1�,��
��������� 
���

ds2 = −e2λ±dt2 + e2(ν±−λ±)[dρ2 + dz2] + ρ2e−2λ±dϕ2, � �2"

λ± =
m

a
arcctg

r±(ρ, z)

a
, ν± =

1

2
ln

r2±(ρ, z)(r
2(ρ, z) + a2)

r4±(ρ, z) + a2z2
, � �3"

φ± =
√

2(m2 + a2)m−1λ±. � �4"

��� ��.����  ������� #+$ ���
���
��� ����� A+ �r > 0"� ��.����  ������� #−$ ( A− �r < 0"�
5���'�� r+ � r− ��
��

r±(ρ, z) = ±2−1/2
[

ρ2 + z2 − a2 +
[

(ρ2 + z2 − a2)2 − 4a2z2
]1/2

]1/2

. � ��"

��� �������� ����	 �����'� �
�� ���� �r = 0" ��.���� � �2� �4" ��� A− �������
�� � ������
��������� 
 ��.���� ��� A+� 6������� ������������� �������	�
���� �������� �� ���  � ����
��'� ���� A+ � A− �������� �� �����
��� �����
�, ���� r = 0� �����
��� �����
�, ���� ���
+��� �������	�
���� ��������� 
 �
��������, ���� z = 0� ρ ∈ [0, a]� �� ������� (ρ, z) ��� ����

���
��� �
���������, ����	��� 8�� ��������� ������������, �������� �� ������ �	�����
%��� �������� ������������ ����,� ����� r = const� ������� ���
���
�/� ������ ���.���
���
��� � ����� θ = const� ���	�������� .��������������� ���
���� 9���� r = const 
 �������
����� (ρ, z) ��������� 
 ����+������ ������ ��%��� ������������ ����� ������%��� '������

 ����, �	 ����� 9���� θ = const 
 ����������� (ρ, z) �������	�/�� 
 ���������� ������� ���
��� ������������ ����� �������� �
�	� �����
��� �����
�, ����� �� ��� ��������/�� 
 �����
������� :�� � ����
��� �%������ �������� ���
�	�� ������� � �2" 
 ����������� 1�,��

R =
2(m2 + a2)e2λ(ρ,z)

(r2(ρ, z) + a2)2
, � �;"

� 
/�� ����������� �� �����
��� r = 0 �ρ ∈ [0, a]� z = 0" ��
�� 2(m2 + a2)e−πa−4�
<��
����� =,�.��,�� � ���
����� ���� �� ����%�� �
�� ���������� z� ��+���� ���� 	�����

z → z − z0 
 ��.���� � �2"� ������� ��
�� ��.����� ����
�/*�� �������� ����������/
�����
�/ ����� ����*����/ 
 ����� � 	�������� z0 �� �� z� >���� ����� ���	������ ����'��
λ� ��
���/*�/ ��.���/ �����
�, ����  ������������, ���, m � ���������� �����
��� a�
����*����/ 
 ����� z0 �� z� 	�������, 
 
�,��
�, ����� ���������� ����	 λ(ρ, z, z0,m, a)� ���
������ λ(z0,m, a)� ���	�
�� ��.� 	������� ���������
� ����

λ(z0,m, a) =
m

a
arcctg

r(ρ, z − z0)

a
, � � 0"

��� r(ρ, z − z0) ����� 
��

r(ρ, z − z0) = ±2−1/2
[

ρ2 + (z − z0)
2 − a2 +

[

(ρ2 + (z − z0)
2 − a2)2 − 4a2(z − z0)

2
]1/2

]1/2

.



��������	 
����������	 ���� �

���� �� ��������� 	��
����
�� ��� ������� ��� ������������� 	������
�� ρ � z� 
������ t = const�
ϕ = const��

��������	 
���� ���� ������� �� ������	� λ � φ� ������ �� �	 �������	 ��� �����	 ! ��!��"
	����� ��#����������� ��!���$��% ��&���� λ(k) � φ(k) #��% ��������� λ =

∑

λ(k)� φ =
∑

φ(k)

!����  �'�� �% ��&������ (����� �� #��� �������	� λ � φ ��)�� ����� �������*�� �� �������
ν 
��+�� �� �!�$ �������$ ����� ��&���� ���������� ,!�*�!���� !��)���� ��&���� '�	 !����	
'��% ��������$��� !������!�� !����������% �������% ��� 
�+"�-� ! �!���������!���� ��!"
!��� m1 � m2 � ����������� .�������� a1 � a2� ��%�'	*�%!	 � �����% z1 � z2 �!� z� /�� ���
!���	���� ���� φ ������������$�� .�������������� ���������� λ� ��!!������ !��)���� .����"
��������% ������������ ���'����.�	 '�	 !���	���.� ���	 !�����'����� ��� )� ����� !��)���	�
��� � '�	 λ� 0��'�	 12℄� !��)���� ��)�� �!�*�!����$� �!�� ��	�$ ����� �������

λ = k1λ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2λ±(z2,m = m1 +m2, a2), 
��

.'� k1� k2 4 ��!��� �'��������	�*�� �!����� k1 + k2 = 1� /�.'� ��� zk → z0 � ak → a� �����'���
�������

λ = (k1 + k2)λ±(z0,m = m1 +m2, a) = λ±(z0,m = m1 +m2, a), 
���

���� ������� ��&���� '�	 !������!�� !����������� �������� ���� ! �!���������!��� ��!!��
m = m1 +m2� ����*����� � ����� z = 0� 5� �� ��#���������� k1 � k2� �������  �'�� �������$
��!����� 12℄� ��� *� .����	� ���������� 
��&$  � k1 + k2 = 1�� �� ��'� ����� ����$� ��� �
������	��!$ �!����	6

��� m1 = 0� m2 �= 0 '��)��  ��$ k1 = 0� k2 = 1, 
���

��� m1 �= 0� m2 = 0 '��)��  ��$ k1 = 1� k2 = 0. 
�2�

0��'�	 12℄� �� ���� �% ������

k1 =
m1

m1 +m2
, k2 =

m2

m1 +m2
. 
�+�

(�	 !���	���.� ���	 ���$��� ����� )� ������� !��)���	

φ = k1φ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2φ±(z2,m = m1 +m2, a2). 
�-�

7�'!����		 ������� λ � φ � 
��+�� ���'�� ������� ν�
8�)'�� �� �!%�'��% ��&���� ���!�����!$ '���	 ������	�� λ� � ������ λ+ � λ−� 7�#����

'�	 !�������.� .������������.� ���������� λ 
��-� �������� ������ ��������� ��� ������
�� ������� λ+(zk,m, ak) � λ−(zk,m, ak) 
k = 1, 2� 
� �����.����� ��� ������ '�	 !���	���.�



�� �� �� ������	 
��� ��������	 ���� ������

���� �� ����������		
� ���	���� λ(ρ, z) � �������� A++� λ = λ+(z1) + λ+(z2)� A−+� λ = λ
−
(z1) + λ+(z2)� A+−

�
λ = λ+(z1) + λ

−
(z2)� A−−

� λ = λ
−
(z1) + λ

−
(z2) � ����� z1 = −1� z2 = 1� a1 = 1� a2 = 2� m = 1�

������ 	 
���� ����	
�� �����	� ��� �����		 ν ������ ��� ������ ����	���		  ���!�� �!�����
"!���� ������
��	�#

λ(±,±) = k1λ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2λ±(z2,m = m1 +m2, a2). ����$�

"���	���� !���� � ��� ����
���� ��� ������ 	� ����	���	� λ(±,±) �����	� �����  !���� ���%
 ���%��& '�� ���� �!� ������ 	� 	 ����� �����!� ��� ! !����!� �����	����� ��	 !��� (
�!��� ������	� A+ 	 A−� '��� ���� %����!	�� �����!�� ���� � �������� 	� ���� �	 A+ !
���� �( A−� ��	 )��� ���
��	� %��!	���	����%� ������	��� ! ���� �	 A+ ��	 !��� ( �����	��
λ+� ! ���� �	 A− ��� ����� ��	 !��( � �����	�� λ−� ���!	���	���� ������	�� ��	 ������+
��  ���� �� ����� 
���� %����!	�� ������ � ������!�� 	 %������ -����!��	� ������!�� �	
�����		 λ ��	!��	� � ������ �� ���!	�� ���  ��� �!�� �����	�� .��� �	�� 
�� � �����	�+
 � ! ���� �	� %�� %��!	���	���� ������	�� 	���� ���
��	� λ(+,+) = k1λ+(z1, a1) + k2λ+(z2, a2)�
'��� ���� %����!	�� ���!�� �����!�� ��� ��� ���������� ! ��
�� z = z1�  ���!�� �!�/0�� ��
 ��%����� ! %��!	���	����� ������	��� ������ 	����	�(  !�� ���
��	�  λ+(z1, a1) �� λ−(z1, a1)�
-��	� ������� %����!	�� ���!�� �����!�� ���  ���	���� �����	� ��� λ(+,+)  �����	�� ���
λ(−,+)� ��  ����� �����%	
�� �������� ����
	�� 
�� %����!	�� !����� �����!�� ���  ���	��+
�� �����	� ��� λ(−,+)  �����	�� ��� λ(−,−)2 %����!	�� ���!�� �����!�� ���  ���	���� �����	�
��� λ(−,−)  �����	�� ��� λ(+,−)2 	� �������� %����!	�� !����� �����!�� ���  ���	���� �����	�
��� λ(+,−)  �����	�� ��� λ(+,+)� -��	� �������� � ����
	� ����� 	� 
����� ����  ���!�� �!�+
/0	� 
����� ����	���	�� %��!	���	����%� ������	���� �3��4�� 5����� ��	 !�/0�/ �����	�
��� λ(±,±) ������
	� A±±� " ������ ����� �� ������� �!� %����!	�� ���� �������� ����/��+
���( ! ������ 	� ���� ��� A±± !	�	� �!� �����!� ���� "� ! �� ��� ���� �!� !�����	 � 	����

�������	� ����������		��� ���	����� 	 ��	����� ��� �
 ��������� � ��� � ������� �������	�����  
����!�	�� ��� "�� 	����� ��	 	 �������������� ������� �������	����� 	� � �� � �	��	�� �����	 λ � φ�
# ��$� ����� �
 ������� 	���� �� 4k ���� %k = 1, 2, . . .& ��� ����	�	��� 	����� �����
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���� �� �� ������	 
�	�����	�� ������� �������������� 
��	������ λ(ρ, z) �����	�	��� ��� �	���	� ����

A++� A−+� A+−
� A

−−
 �����	 z1 = −3� z2 = 3� a1 = 1.5� a2 = 3� m = 1�

������ �����	�� 
���� ��
��� ��� �������� �� �����	�
� �����	�� 
��� ���� � ���������
���� �������������� ��������� �
���������� ��� �������� � ���� 
 ���� ��	�����

� 
����
��� � ��
���� �����
��� ���� 	���� ���� 
������	
� � ������ ����� ��
���� ������

��� ���� λ(ρ, z) ��� �"�� �� ��� ���	���
 
 ���� #$ %$ ����� �����
��� ���� φ(ρ, z) �����

�����
� 	���

&�
���� ν(ρ, z) ������������ 	��"�
��� '(��)*� ��������� 	����
�
�� ������+��� ��
���

��� ����	��,

ν(ρ = +∞, z = +∞) = 0 	 ������ A++, '���-*

��� ����	����	��� ρ0 = +∞$ z0 = +∞ 	 '(��)*� . �����$ ���� (ρ, z) ∈ A++$ �� ���	� �
��������
	
�� l ��"�� ���/ ������"�
 	 ������ A++$ 	 �����	� ���	� ����
� 	���/ ���

��

ν(R, z) =

R
∫

ρ0

R

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ−
z

∫

z0

ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ=ρ0

. '���0*

. �����$ ���� (ρ, z) ������"�
 	 ����� ���� �
���������$ ���	� �
�������	
�� l �����
���������/ � ���� 
 ����� .������	�� 1���� �
��
�� ��
���� ν 
 �����
��
���� ρ → ∞$
z → ∞ 	 ���� A−+$ A+−$ A−− ����� ������/�� �� 
��� 
 
�������� ������

�� �
��
���
�������

ν(R, z) =

R
∫

ρ0

R

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ−
z

∫

z0

ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ=ρ0

+ ν(ρ0, z0), '���(*

��� ν(ρ0, z0) = 0 	 ����� (ρ, z) ∈ A++� &�
���� ν ���	���
 
 ���� )� 2������$ ��� ����	�
��
���� �� ��� �����
� �� �����	�
 	 ���� A++ � A−+ ��������� ���/�� �
��� � �	
� ��
������
� 	�����
�$ ��� ��������	�� 
������	
���/ ��
���� ν ��� �������� �� ��
� ���� 	
������� . ���� ���
���� ν ��
������/
� λ � φ �� �
��
�� 	 ������ A++ ��	���� �� �
��
����
	 ������ A−−$  �
��
�� 	 ������ A−+ 3 �� �
��
���� 	 A+−�

. ������
�� 1���� ����� �������$ ��� �

� ������ ���	����� �������/ ��4�
��$ ������
	�+�� �����	��/
�� ����� �����	�� 
��$ ������"�

�� 
 ��� z� ��������� ������������ n
�����	�� 
��$ ��� 1���� 	��/��� n ���������� ���������
�� ��4�
��$ ������"�

�� 	 �����
zs 's = 1, . . . n* 
 ��� z� 5�� ��	�����

��� ����
��� 	������ ���
 ���"�
��

λ =

n
∑

s=1

ksλ±(zs,m, as), ��� m =
n
∑

s=1
ms$ ks =

ms

m
. '����*



�� �� �� ������	 
��� ��������	 ���� ������

���� �� ������ ����	�� ν(ρ, z) 
 ������� A++� A−−
����� ��� 
 ������� A

−+� A+−
����� �� 
 ����� m1 = 1�

m2 = 2� a1 = 1.5� a2 = 5� z1 = −3� z2 = 3�

� ���� �	
�� �� �
�� ���� 2n ���	����� ���������� �	� λ � φ� �	� ������� �� �������
�
����� ν(ρ, z) ����	����  ������� !"#�$%# &���������
' ��	���� ������� �(��� ���)
������ ��� A±...±�  ��
	���� ��	
��� ����� 2n ����# &����� �� ���� ������� ��� ���	� ���
����� �� ��� � ��
���� ������� ���������� �# *������� ������ ���	� ��
 ����� �� �����
�����	������  ���� z1 ��� z �� �� ��	���� A+... ������  ��	���� A−...#

��������	�

+�	
��� �(��� ����� �', �  ����� � ����  ����� ��� ������ � ��������� ���)
	����� ��	�  �����	��� ����������� ���������� ) ����# -	� ��������� �(��� ��	
����	��� �� �	�
',�� ������.  ���� �(��� ����� �', ��������
' �������� �����)
����
' ����� 
' ���
  ����� ��� ������ �� ���	����� ��	� !"#/� "#$%� �(�� ��	� ���)
��� 	��  �������������  �	 �� ����� ��������� !�#$)�#0%� ����  ���� ����� ���������
���� �(��� ��	 �� ��
� �� ��� z ������� �� ����� z → z − z0�  ��
	���� ��	
��� ��	
�������� ����������� ����� �� ����� ������,���  ���� z0 ��� z# -�	� ��	��� �� ��� �)
�������� �������	� λ(zk,m, ak) !k = 1, 2% �	� � 
� ����� �� ���� ������,����  ������ z1 �
z2 !�#�1%� ��	
��� �(�� �	� � 
� �����,���� ����� �� ���# +�	
���� �(��� ����� ��)
�� ������� �� ����� ����� �(�� ��	���� ������� �	������ �������������# 2��	�������
������� �������� �����	��� ���������� �(��� ����� �', n ����� �� ���# � ���� �	
��
���������� �) ��� ��	���� 2n ���	������ ������������� �	������ ��	������#

������ �����
����

� ������ ������ ���������� ��������� � �����!��"� #��$������� !%������� && '��� (����� )��*� +�� ,-.�
$��� -/� 0� .112.34�

-� 5���!� 6�7 8*�� 8�9� ������!�� 0�����!� ��� :���� ��0��!� �� #!�!��� �!����$��� && ;� ��<� ,=.� $��� //�
0� //2/..�

/� �>?@ABACAD E��� � FGHBIJG KALM HM@AHGNIM O CDPFM HAQGQNRFI Q>OHIS>FI && �B>DIH>SIM I HGABIM
AHNAOIHGLUNAOHI� �VCWDA ���� ,=3� ERK� .WX� �� 1=21,�

.� �>DBILAD ���� �PKGBKAVISIM BGYGNI? ZD>BSYILUC> I FGHBIJ> @B>DIH>SIANNA@A CIKALM && �B>DIW
H>SIM I HGABIM AHNAOIHGLUNAOHI� �VCWDA ���� ,1� ERK� 3� �� /42/1�

X� +��#! �� (� [!����$���\ �*! #!�!��� �*!���� ;���*W������� 0�]���*��# �<0���7 9<��!���<7 ,=4� /1, 0�



��������	 
����������	 ���� ��

�� ���� �	
���	� 	� �������� ��
� ������	�� ������� ��� ������ ��� ���

�� ��� �	���
���� ��� ���
�
�� � � ���!� ���"���#�$ ���"���#� %�&�����' (�����  ))*� +, ��

+� -./0/1 2�3� 4 567807/9:;:: <16= 08>8?:@ A/0<5B08CDE�8@5?80D GG �0D1:BD;:I : B8/0:I /B?/5:E
B8JK?/5B:� 39<E1/ L�M� N*+)� OP7� +� Q�R SR*�

T� U
��� V� W�����#� X�� ��������� Y��&�����	����	��� GG (�'��Z�
���� [���������� N*N�� \	
� N+� �� RRT�

*� ������ ]�� ^	�� _� `�� �����
� ��	"
�� � ��� Y�����
 ���	�' 	� ^�
���&��' GG (�'���
 ^�&��a� N*,b�
\	
� RT� (� +,S++�

N)� c���
�� d�]� Y�	� GG (�'���
 ^�&��a� N*bb� \	
� *+� (� bNNSb,��

NN� c���
�� d�]� Y�	����	�'����� _�a e	�Z$ ]����� (����� N*� � ,,R (�

N � �	���� �� ��� `�	�� �� �� c	���	
�� � �������� �� ����� ��� �	� �������

�� ���&�
$ ] �		
 �	� �����#
#����
 ��
���&��' GG ]�� d� (�'�� N*TT� \	
� b�� f b� (� ,*bSRN �

N,� \����� �� V	���X�� c	���	
��$ ��	� ������ �	 ��aZ�#� c		�"��'� ]����� g������� 	� (�'���� N**b�
RN ��

NR� �	�"��# ��� \����� �� Y�	����� �������� 	� ��� #���� ����� ���&����"
� a	���	
� ���	�� GG (�'���

^�&��a �� N**+� \	
� b�� (�R+RbSR+bb�

Nb� �	�"��# ��� \����� �� �'��� a	���	
��� ���������� �������� �� ���#' 	����	� GG (�'���
 ^�&��a
�� N**T� \	
�bT� (� )RR) N�

N�� �	���� `�� Y����
E��
���&���� 	
���� ��
�$ ] Z�Z �	
���	 � � #����
�X�� #�	����' GG (�'���

^�&��a �� N*+T� \	
� NT� (�,b *�

N+� �

�� ��Y�� ����� h	a ���	�#� � a	���	
�$ ] �����
� �	��
 � #����
 ��
���&��' GG d	���
 	� ����������

(�'���� N*+,� \	
� NR� (� N)R�

NT� W�	�Z	& ��]�� ��
��E���	� ���	�' �� ��
�� ���#� GG ]�� (�'��� (	
	�� W� N*+,� \	
� R� (� bN�

N*� ]�������XE(�	 �� i � 
��� 	� ���"
�� ���&����"
� V	���X�� a	���	
�� � 
�����
 #����
 ��
���&��'
GG (�'���
 ^�&��a ��  )) � \	
� �b� (� N)R)N)�

 )� ��'a��� ��]�� ��� ��Ec�� V�� �� ��
��	� a	���	
��$ �	������	� 	������	� �������� �� 	

����
�	 "
�Z �	
�� GG (�'���
 ^�&��a ��  )) � \	
� �b� (� )�R)),�

j/5B67:JD 1 08<Dk;:l )N�N � )N 

-./0/1 2?DB/J:@ 31D?/1:m� k���EC� ?�� </;8?B� kD�8<0D B8/0:: /B?/5:B8JK?/5B: : .0D1:BD;::� LD9D?5k:@
�j0:1/Jo5k:@! �8<80DJK?P@ 6?:1805:B8B� R )))T� �/55:I� .� LD9D?K� 6J� L08CJ815kDI� NT�

LD>D0.:? jD18J -1.8?K81:m� k���EC� ?�� D55:5B8?B� kD�8<0D B8/0:: /B?/5:B8JK?/5B: : .0D1:BD;::� LD9D?E
5k:@ �j0:1/Jo5k:@! �8<80DJK?P@ 6?:1805:B8B� R )))T� �/55:I� .� LD9D?K� 6J� L08CJ815kDI� NT�
�E���
$ ���#	�	&����
���

Q6>k/1 Q80.8@ OJD<:C:0/1:m� <���EC� ?�� 70/�855/0� kD�8<0D B8/0:: /B?/5:B8JK?/5B: : .0D1:BD;::� LDE
9D?5k:@ �j0:1/Jo5k:@! �8<80DJK?P@ 6?:1805:B8B� R )))T� �/55:I� .� LD9D?K� 6J� L08CJ815kDI� NT�
�E���
$ �Z�����#�����
���

�� �� ������	 
� �� ��������	 �� �� ������

����� ����	
��������

��������$ #����
 ���	�' 	� ��
���&��'� a	���	
��� ��
�� ��
��

(]��$ )R� )�E�

c� 	����� � �a ����

' �'������ �	
���	 �����"�# n a	���	
�� � � #��&�����	�
 ���	�' 	� � ��
�� ��
��
`�� ����E���� 	� ��
��Ea	���	
�� �	
���	 ��� � 	��
����� �	�	
	#��
 ��������� `�� ����E���� �	�������
2
n ��'���	���

' h�� ��#�	��



�� �� �� ������	 
��� ��������	 ���� ������

����������

�� �	
�� ������ ��������	� 
������
 �� ���
����
 ��	��	��� ���	���
� �
�� ���� ����� ���� �����
���� ��� ��� �  !�"#�

�� $%
�&� '�� (�� (�)� �������	� �	����
 	�� ����� ������
 �� �����	� ���	����� �� �*+�� ��,�� ���� ���
��� ���!����

�� (�-.�
���� /��� � ������ ����	 �	������	 
 �����	 �������� �	

	�� 0�&�
* �1 .
��*���*� 2&��
�1 �3� ��*� +�%%&%4� 5
��*��*-� * �&�
*-� ���%*�&�6�%�*� (���7 (�8� ��,"� ���� �9:� ��� � ,!� ��

�� 5��
*��� ���� �����������	 ��
����� 
��	�
�����	 � �����	 ��	��	������ ������	 0�	�&
��%*�*�% �1 ��&
��3�
�%�*�� %��	�*�% �� +&�
* �1 .
��*���*��� �*���&%4� 5
��*��*-� * �&�
*-� ���%*�&�6�%�*� (���7 (�8�
�� �� ���� "� ��� �#!� �

:� �;.& ���� ���	����� �� �����	� ������ ��
��9������ �	<�*%�*. �+��;� )+%�&
��+� ��,#� � � ��
,� ��&���* ��� (
�+&
 =�� �����	+ ��� ��&%&��&
% ��� �&
�� �� � 	 
������
 �� ���
����
 !���

���	���
 0�� &��4� ��+<
*�.&7 ��+<
*�.& 8*�&
%*�; �
&%%� �##��  �� ��
 � �.�
�� )�$� � 
���������� ���� ��
����� "���
���	#���
���	 0�	�&
��%*�*�% �1 �3� �&*%%&
!��
�%�
�+

%��	�*�%4� 5
��*��*-� * �&�
*-� ���%*�&�6�%�*� (���7 (�8� �� #� ����  �� ��� ��!���
"� ���++ �� ����	�� ��� ���
���
��� $�	��	���
������� ��;%*>��*%�& ?&*�%�
*1�� ���,� ���� � � �� ��"�
�� �*%�&* )�� ��%& �� %�� �	���� ���&��� �� �� $�����	� ����� �� �	�	����� ��;%*�� �&�*&3� ���:�

���� �"� ���  �!  �
�#� '�&&�&
 ��)� $���
� ��;%*�� �&�*&3� ��::� ���� � � ��� :��!:�,�
��� '�&&�&
 ��)� $���������	��
' �&3 @�
>7 )��&+* �
&%%� ��,�� ��� ��
��� ��

*% ����� A��
& (��� (�������
 �� 
�	���� 	�� ���� �
� ��� ����
���	� �	���� ) ��� ��� �	����

�����	� ���	����� )+� �� ��;%�� ��""� ���� :,� B :� ��� ��:!����
��� /*%%&
 �� *������	� (�������
� ���� ���
��� � +	,����- '���<	
;� )+&
*� $%�*�	�& �1 ��;%*%�

���:� ��� ��
��� ���<&
. =�� /*%%&
 �� $������ 
����� �� �� ������ 
	� �	���
	&�� ,������� ���	� ��;%*��

�&�*&3 =� ��� � ���� :,� ��� � �:!� ::�
�:� ���<&
. =�� /*%%&
 �� .��	�� ,�������
' 	���	���� 
���	�
' 	�� ������ �������
� ��;%*�� �&�*&3

=� ���"� ���� :"� �� #��#���
�,� (���+� A�� $����	�#���	���
� �������	� !���� ) ���� 
������ �� 	 �����	����� �������� ��;%*��

�&�*&3 =� �� "� ���� �"� �� �:���
� � ���*% ��5� ���� /�, ������ 	 ,�������� ) �	���� ����� �� �����	� ���	����� ��	
�� �1 ����&+��*��

��;%*%� �� �� ���� ��� �� �#��
�"� C
�*>�� (�)� �	�	�#��
�� ����� 	�� 
	�	� �	���� )�� ��;%*� ����*� C� �� �� ���� �� �� �:��
��� )
+&��
*�9�*� �� �� 	 �	

 �� 
	&��' �	���
	&�� *������	� ,�������
 �� �	

�	� �����	� ���	�����

��;%*�� �&�*&3 =� �##�� ���� ,:� �� �#�#�#�
�#� ��;3�
� ��)�� (*+ ��9'�� �&& �� .��	��� ,�������
� ���
�����' ����	���' �	����	��' 	��

���	�
� � &�	� ����
� ��;%*�� �&�*&3 =� �##�� ���� ,:� �� #,�##��

�&&*�&� #������#��

�.�
�� )����*; $����*�� )%%�*��& �
�1&%%�
� =&��
�+&� �1 5&&
�� �&���*�*�; �� 5
��*���*�� (���
�&�&
�� 8*�&
%*�;� 	�� (
&+�&�%>�;�� �"� (���� ��###"� �	%%*��

(�%��
.* ���&� ��.&*&�*�� )%%*%���� =&��
�+&� �1 5&&
�� �&���*�*�; �� 5
��*���*�� (��� �&�&
��
8*�&
%*�;� 	�� (
&+�&�%>�;�� �"� (���� ��###"� �	%%*��
�9+�*�7 �*&.�
���+�*��
	

�	%�>�� �&
.&; /���*+*
��*�� �
�1&%%�
� =&��
�+&� �1 5&&
�� �&���*�*�; �� 5
��*���*�� (��� �&�&
��
8*�&
%*�;� 	�� (
&+�&�%>�;�� �"� (���� ��###"� �	%%*��
�9+�*�7 �>�%��
.*�+�*��
	


