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 ��
�� ������ ��������������� �������� ������� ��������� ����������  ������ �����!
"������#���  � $������%������ "���� ���&����'�� &��'� � ����� ��(�(��'� '����'� )�*+℄ -�'�
������ )�� .℄/� ���$���&���' � ������ )�℄ ��� "��&��0�� ���&�#
�� "�&1�& &�� "���(���� '��!
�� � &��1 ��(�(��1 '���2 ����1�&�'� ����� ������� 3���%����&� &�� �&��$� %������ "��������
�$� � �����''����(��# ������� �����'�  ���&���� -��4/� ����' � 5��� �����'�  ���&���� �&������
$������%������ ����& "� ��� z� �&���� ��'��� z → z−zi � "���(�� �� �' ������' "��� ��(�(��$�
����&�� ��1�&�
�$��� � ��( � zi� ������� &�� &��1 ��(�(��1 '��� '�0�� "���(��� �� "���%�!
"� ��"��"���%��� � ��&���� $������%������ "����%���� (����%� ��1�&�
�1�� � ��( �1 z1 � z2�
���� "�&1�& '�0�� ���� "��'���� �� 0� &�� "��������� '��$�(����(��1 ������� � 5�� ���(�!
� �'� ����&�'� )7℄� 
 ����� ������ &����� "�&1�& ��&�� ��"�������� &�� "��������� ��������
�"�����#
�$� ��� ��� �  ������1 ��� � ������ $������%�� �� � ������' "���'�

�������'� ����'� � ����(�� �� ���������� ������#� �������� �������#
�� �&������� ��!
����� 
�������� ��� 9'����: ���&���#
�� �����(��� ���������� ;� ��$�&������ &���  ����!
��' ����' "����
��� �������� ����������2 �"����� "�&����� ������� "�������� �� ���'���
��������� )4� <℄�  ������� ���� ����'������� � ����� $��'����&���'� � ����� )�����℄� =������
>��� � ?������� ����'�������� 9"��1�&�'��:  ������� ���� )�	℄� ����� �����&������ '�0��
����� � ������ )��℄� ��� ��
����������  ������1 ��� ��������� "���������� 5 ����(�� �� ���'�
'������� ������#
�� 5���$���(�� �� ������� )�	*��℄� @&��� �� '�&���� �� �� '������ ������!
�� �����'��� � ������� "����  ������ &�"�� ��� ������� �"�����#
��  ������� ���� )�.*	�℄�
;������� �����&������'� ����#��� �����(�� ��� �����(�� � ��''����(���  ������� ���� �
���� �1 ����� ���� �� ��''������ @&��' �� ����
����' �����&������ �������� "��������� ��!
������ �"�����#
�1 ��� ��� �  ������1 ���� 
 ����� ������ "�������� �������� �"�����#
��
��� ��� �  ������1 ��� � ������ $������%�� �� � ������' "���'� 
 5��' "���$���� ����'������
�����(�� �� �����(�� �!��''����(��� �������  ������� ���� � ������ $������%�� �� � ����!
��' "���' )�7��4℄� ����'������ � ������� ! ��''����(��� '���� � 
���� "�����������!���'����
��"����� ��������� ��������� � ��������� "����

����'����' �����# $������%�� � ���'������' �����'��' � ������' "���' φ� �"������'�#
&�������' ���&�#
�$� ��&�2

S =

∫

d4x
√−g(R + gµν∇µφ∇νφ), -���/

$&� gµν A '����(�� �� ������� R A � �������  �������� 
����%�� &������� "� '���� � gµν � "��#
φ "����&��  ���������' ��������� � ��������# &��0���� � ������$� "���� ��������������2

Rµν = −∇µφ∇νφ, -��	/

∇ν∇νφ = 0. -���/

�������� ���	
�
���������
�������� �������	����������
����	��������
���������
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����� �����
���� 	
�����		���� ���
����� 	
������� ����� ������℄

ds2 = −e2udt2 + e−2u[dr2 + (r2 + a2)(dθ2 + sin2 θdϕ2)], !"#$%

φ(r) =
21/2(m2 + a2)1/2

m
u(r), !"#&%

��� r ∈ (−∞,+∞)� m� a ' 
��	
��
� ��
����������� � u(r) = m
a

(

arctan r
a − π

2

)

# ������
� m ����(
�
	� �	���
�
���	
�� ��		�� 
��
���� ����� 
�
��)* ����
 )�������� ����*��
��+ � 
�� ��	
�
���	
���	
��� ��� 
�������
� r ��������
 ����,�
��+��� ��������# ���������� 
��
���� ����
�)��� ������
+ ���	
���	
����)* ��)����)* 	���) r = 0# - 	�)��� m = 0 ������� ��������

�	������ ���	
�� ���.

ds2 = −dt2 + dr2 + (r2 + a2)(dθ2 + sin2 θdϕ2), !"#�%

φ(r) =
√
2
(

arctan
r

a
− π

2

)

. !"#�%

���� ��)/ ��
��0�/	� �����
�������/ ���
��� �������
 �	���� 	����
����# - 	�)��� �
	�(
��+�� 	����
�����/ ����� 
���
���� ��
��
� ���	
���	
��(������� ��,�
 ��
+ ����	
������ �
����� �&℄�

ds2 = −e2λdt2 + e2(ν−λ)[dρ2 + dz2] + ρ2e−2λdϕ2, !"#�%

��� ρ ∈ [0,+∞)� z ∈ (−∞,+∞)� ϕ ∈ [0, 2π) 1 ����������	
�� 
�������
�� ν � λ 1 �)�
��� ����(
�����/ ρ � z# 2�
��
� !"#�% �������
	� ��
��
�� -����� 
�������
� ρ� z� ϕ �)��� ������
+ 	���


����
��� �����# ��		��
��� 
����* �����
���� !"#�% 	 ���
����� 	
������� ����� φ = φ(ρ, z)
� ���	
���	
��(�������� ������*0�� �
	���+��� 	����
���� � ���	������� ��
��
�� !"#�%# ��
�������� 	 �&℄� )�������� 4���
���� � )�������� ���,���� ���� ���)
 ��
+ ����	
������ � ����

∆ν −
(

∆λ+
λ1

ρ

)

+ λ2
1 + λ2

2 =
1

2

(

φ2
1 + φ2

2

)

, !"#5%

λ2
1 − λ2

2 −
ν1
ρ

=
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

, !"#�"%

2λ1λ2 −
ν2
ρ

= φ1φ2, !"#��%

∆λ+
λ1

ρ
= 0, !"#�6%

∆φ+
φ1

ρ
= 0, !"#�7%

��� ��,��� ����
	� ������*
 ����������� �� 
�������
�� x1 = ρ� x2 = z� � ∆ =
∂2

∂ρ2
+

∂2

∂z2
#

8�������� !"#5("#�6% ����*
	� ������	����� 
����������� )�������� 4���
����� � !"#�7% 9
�
)�������� 	
�������� ����# 8�������� !"#5% �����
	� ������������+��� 	���	
���� )��������
!"#�"("#�7% 	�	
���# 8	����� ��
�����)���	
� )�������� !"#�"� "#��%

2λ2

(

∆λ+
λ1

ρ

)

+ φ2

(

∆φ+
φ1

ρ

)

= 0 !"#�$%

�����
	� 	���	
���� )�������� !"#�6� "#�7%# - ���+������ )�������� !"#�6� "#�7% �)��� ������
+
�������� ��
����������
� 	�	
��� !"#�"� "#��%# :�
�� �������� �	�� ������� ������� λ � φ
)�������� !"#�6% � !"#�7%� 
� !"#�"� "#��% ��
�����)��� � �)�
��� ν ����,��
	� 
������������
��
�������

ν =

∫

l

ρ

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ− ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz !"#�&%

�� ��������+���) �����������) �)
� l� 	������*0��) ��
�
��)* ��
	�������)* 
��
) (ρ0, z0)
	 
��
�� (ρ, z)# -���� (ρ0, z0) ���������
	� ���������� )	������� �� �)�
��* ν# :�
 
�
 )�����(
��� !"#�6� "#�7% ������� �� �)�
���� λ � φ� �����
 �*��� �������� 
��������� 	 ��	
�������

���������	 ��

��
����� 
��
��� 
	��� ���� �
������� � ���� ������ ���� ����	
 ����� �	��������� �		��	�
 ���! R0

0
+R3

3
= 0� �	�	
�� ���	���!��� � ���� �
������" #"� ��"�� ���$� ��� �����
�	%	 �	�� φ(ρ, z)�



��������	 
���
����
���	 ���� �

���������	
��� 	�
������� ����	�� λ(k) � φ(k) �
�� ����	�	�� λ =
∑

λ(k)� φ =
∑

φ(k) 
	���
����
 �� ����	���� ������ �� 
������������		�� λ � φ ���	� 	��
� �
���� !� �� ��	��� 
ν �� "#�$%&� 
� �

� ������
� 	���� ����	���

�� �������	
�
� ��
��
� �������� ���

' �
�� ����(���� ����
 �������	� �����������	�)� 
�)���� !�� ������	�
� '���) � 
����*
��
��� ������	�
�� ��
���� 
������
�� 
����
���	�� ���
���� 	��� ����
 ����

����	� � ��
�*
���	� 
����
���	�� ���� � ������	�
�� '���)� ����
 ���������	� 
����	�� ���� ����	��� ���*

��� !�� ���
���� 	��� � 
����� (����
���� 
� 
���)�	�� ������ +������
��*
����
���	�)

���� �� ������� ���	�
�����
 
������������� ��������
 ������ (r, θ) → (ρ, z)� ������ ���������� �����
�
��������� ��������
 (r, θ)� �
� ������� ��� 
����! "�����# π� $�������� ���
��
�
���
 ���
������!# �
�����
r = 0� θ ∈ [0, π)� � ��#���!� ��������
�� (ρ, z) 
���
����
�� �
��!���
�� ����� ���
���� A+ 
���!���
 �����
�

� r > 0� A
−
% �����
� � r < 0� &����
� ��������� ��������
 (ρ, z) % 
���
������
�� '���� r = const

� ��������
�� (ρ, z) ����	
�� 
�������
����� ����� θ = const % $�
��������� �����)� ���
 
������


� $��������� ��
���� ���
��
�
���
 ����
�������� �
����� z = 0� ρ ∈ [0, a]�

��
���� )��)�

) ��

	�� 
������ ����� ��!��� ��
����	�*
����
���	�� ��
���� ���

��	

��*
�����	�� +������
���	� 

�
���
��� 
������
��*
����
���	�� ����	�� "#�,� #�%&� ���
��� !��
���
��� 	���� ����
 ��
� ����

����	� � ��
����	�*
����
���	�� ���� "#�-&� .�����	�
	��
�����������	�)� 
�)���� !�� 
������
��� ������	�
� (r, θ, ϕ) � ������	�
� '���) (ρ, z, ϕ) ���*
 
 ���

{

ρ(r, θ) =
√
r2 + a2 sin θ,

z(r, θ) = r cos θ.
"$�$&

/����������	�� �����		�� ������	�
� t � ���)�	�(� �(�� ϕ 
����

��		��� .�����	�
� �����*
(� 
 
���� !�� �	
������ �	���	��0

r ∈ (−∞,∞), θ ∈ [0, π]; "$�1&

ρ ∈ [0,∞), z ∈ (−∞,∞). "$�2&

�������	 ����	�	�) ������	�
 (r, θ) � �����
���� ������	�
�� ����

���)�
 
���� ��
��	��*
	� ����
� ����	�� π� �������	 ����	�	�) ������	�
 (ρ, z) 3 �������
��

�� /����������*
	�� ������	�
 "$�$& 	���	��	��	� � �����		�� ����

)� � �
����

��)�
 
���� (t, r, θ, ϕ) ∼



� �� �� ������	 
��� ��
������	 ���� ��
����

(t,−r, π − θ, ϕ)� �������	�
���� 
����� ����	������� �
��� ��������� ���������
� ��

������
���� ����
�� ���
����
�
��
������ A+ := {(t, r, θ, ϕ) | r > 0} ���� ��������� ����
�� A− :=
{(t, r, θ, ϕ) | r < 0}� �� �������� ����� �	 �
�� ����� ����� A+ �����
��� ����
�� ���
�����

�
� 
 r > 0� � A− �����
��� ����
�� 
 r < 0� ���
���� �������� ������������ �������	�
����











r = ±2−1/2
[

ρ2 + z2 − a2 +
[

(ρ2 + z2 − a2)2 − 4a2z2
]1/2

]1/2

,

θ = arccos
z

r(ρ, z)
,

� �!"

��� 	��� #+$ 
 
���%���� ��� ����'�� r(ρ, z) 
���
��
�
��� ����
�� A+� #−$ ( ����
�� A−�
)������ �������	�
����

D(ρ, z)

D(r, θ)
=

r2 + a2 cos2 θ

(r2 + a2)1/2

����*���
� 
 ���� ��� r = 0� θ = π/2� ��� 
���
��
�
��� ����� +�
����� �����
��� �����
�,
�����

��.����� ���
�
�/*�� 
������
�� 
����������/ �����
�/ ���� �0�!" 
 ����������� 1�,��
��������� 
���

ds2 = −e2λ±dt2 + e2(ν±−λ±)[dρ2 + dz2] + ρ2e−2λ±dϕ2, � �2"

λ± =
m

a
arcctg

r±(ρ, z)

a
, ν± =

1

2
ln

r2±(ρ, z)(r
2(ρ, z) + a2)

r4±(ρ, z) + a2z2
, � �3"

φ± =
√

2(m2 + a2)m−1λ±. � �4"

��� ��.���� 
 �����
�� #+$ 
���
��
�
��� ����� A+ �r > 0"� ��.���� 
 �����
�� #−$ ( A− �r < 0"�
5���'�� r+ � r− ��
��

r±(ρ, z) = ±2−1/2
[

ρ2 + z2 − a2 +
[

(ρ2 + z2 − a2)2 − 4a2z2
]1/2

]1/2

. � ��"

��� �������� ����	 �����'� �
�� ���� �r = 0" ��.���� � �2� �4" ��� A− �������
�� � ������
��������� 
 ��.���� ��� A+� 6������� ������������� �������	�
���� ���
����
� �� ��
�  � ����
��'� ���� A+ � A− �������� �� �����
��� �����
�, ���� r = 0� �����
��� �����
�, ���� ���
+��� �������	�
���� ��������� 
 �
�
�������, ��
�� z = 0� ρ ∈ [0, a]� �� ���
��
�� (ρ, z) ��� 
����

��
�
��� �
��
�������, ����	��� 8�� ����
����� ����������
��, 
�������� �� ��
���� �	�����
%��� ��
������ ������������ ����,� ����� r = const� ������� 
���
��
�
�/� ������ 
���.���
���
��� � ����� θ = const� ���	�������� .��������������� ���
���� 9���� r = const 
 �������
����� (ρ, z) ��������� 
 ����+����
�� ������ ��%��� ������������ ����� ��
����%��� '������

 ����, �	 ����� 9���� θ = const 
 ����������� (ρ, z) �������	�/�
� 
 ���������� ������� ���
��� ������������ ����� �������� 
�
�	� �����
��� �����
�, ����� �� ��� ��
������/�
� 
 �����
������� :�� � 
����
��� �%������ 
�������� ���
�	�� ������� � �2" 
 ����������� 1�,��

R =
2(m2 + a2)e2λ(ρ,z)

(r2(ρ, z) + a2)2
, � �;"

� 

/�� ����������� �� �����
��� r = 0 �ρ ∈ [0, a]� z = 0" ��
�� 2(m2 + a2)e−πa−4�
<��
����� =,�.��,�� � ���
����� ���� �� 
����%�� �
�� ���������� z� ��+���� ��
�� 	�����

z → z − z0 
 ��.���� � �2"� ������� ��
�� ��.����� ���
�
�/*�� 
������
�� 
����������/
�����
�/ ����� ����*����/ 
 ����� 
� 	�������� z0 �� �
� z� >���� ����� ���	������ ����'��
λ� ��
���/*�/ ��.���/ �����
�, ���� 
 �
���������
��, ��

�, m � ���������� �����
��� a�
����*����/ 
 ����� z0 �
� z� 	���
����, 
 
�,��
�, 
�
���� ���������� ����	 λ(ρ, z, z0,m, a)� ���
������ λ(z0,m, a)� ���	�
�� ��.� 	������� ���������
� ����

λ(z0,m, a) =
m

a
arcctg

r(ρ, z − z0)

a
, � � 0"

��� r(ρ, z − z0) ����� 
��

r(ρ, z − z0) = ±2−1/2
[

ρ2 + (z − z0)
2 − a2 +

[

(ρ2 + (z − z0)
2 − a2)2 − 4a2(z − z0)

2
]1/2

]1/2

.



��������	 
���
����
���	 ���� �

���� �� ��������� 	��
����
�
� �
�� �����
�� ��� ������������� 	�
�����
�� ρ � z� 
������ t = const�
ϕ = const��

��������	 
��
�� ��
�� ������� �� ������	� λ � φ� ������ �� �	 �������	 ��� �����	 ! ��!��"
	����� ��#����������� ��!���$��% ��&���� λ(k) � φ(k) #��% ��������� λ =

∑

λ(k)� φ =
∑

φ(k)

!����  �'�� �% ��&������ (����� �� #��� �������	� λ � φ ��)�� ����� �������*�� �� �������
ν 
��
+�� �� �!�$ �������$ ����� ��&���� ���������� ,!�*�!���� !��)���� ��&���� '�	 !����	
'��% ��������$��� !������!�� !����������% �������% ��� 

�+"
�-� ! �!���������!���� ��!"
!��� m1 � m2 � ����������� .�������� a1 � a2� ��%�'	*�%!	 � �����% z1 � z2 �!� z� /�� ���
!���	���� ���� φ ������������$�� .�������������� ���������� λ� ��!!������ !��)���� .����"
��������% ������������ ���'����.�	 '�	 !���	���.� ���	 !�����'����� ��� )� ����� !��)���	�
��� � '�	 λ� 0��'�	 12℄� !��)���� ��)�� �!�*�!����$� �!�� ��	�$ ����� �������

λ = k1λ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2λ±(z2,m = m1 +m2, a2), 

�

�

.'� k1� k2 4 ��!��� �'��������	�*�� �!����� k1 + k2 = 1� /�.'� ��� zk → z0 � ak → a� �����'���
�������

λ = (k1 + k2)λ±(z0,m = m1 +m2, a) = λ±(z0,m = m1 +m2, a), 

�
��

���� ������� ��&���� '�	 !������!�� !����������� �������� ���� ! �!���������!��� ��!!��
m = m1 +m2� ����*����� � ����� z = 0� 5� �� ��#���������� k1 � k2� �������  �'�� �������$
��!����� 12℄� ��� *� .����	� ���������� 
��&$  � k1 + k2 = 1�� �� ��'� ����� ����$� ��� �
������	��!$ �!����	6

��� m1 = 0� m2 �= 0 '��)��  ��$ k1 = 0� k2 = 1, 

�
��

��� m1 �= 0� m2 = 0 '��)��  ��$ k1 = 1� k2 = 0. 

�
2�

0��'�	 12℄� �� ���� �% ������

k1 =
m1

m1 +m2
, k2 =

m2

m1 +m2
. 

�
+�

(�	 !���	���.� ���	 ���$��� ����� )� ������� !��)���	

φ = k1φ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2φ±(z2,m = m1 +m2, a2). 

�
-�

7�'!����		 ������� λ � φ � 
��
+�� ���'�� ������� ν�
8�)'�� �� �!%�'��% ��&���� ���!�����!$ '���	 ������	�� λ� � ������ λ+ � λ−� 7�#����

'�	 !�������.� .������������.� ���������� λ 
��
-� �������� ������ ��������� ��� ������
�� ������� λ+(zk,m, ak) � λ−(zk,m, ak) 
k = 1, 2� 
� �����.����� ��� ������ '�	 !���	���.�
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������	 ���� ��
����

���� �� ����������		
� ���
	���� λ(ρ, z) � �������� A++� λ = λ+(z1) + λ+(z2)� A−+� λ = λ
−
(z1) + λ+(z2)� A+−

�
λ = λ+(z1) + λ

−
(z2)� A−−

� λ = λ
−
(z1) + λ

−
(z2) � �����
 z1 = −1� z2 = 1� a1 = 1� a2 = 2� m = 1�

������ 	 
��
�� ����	
�
� �����	� ��� �����		 ν ������ ��� ������ ����	���		  ���!�� �!�����
"!���� ������
��	�#

λ(±,±) = k1λ±(z1,m = m1 +m2, a1) + k2λ±(z2,m = m1 +m2, a2). ����$�

"���	���� !���� � ��� ����
���
� ��� ������ 	� ����	���	� λ(±,±) �����	� �����  !����
 ���%
 ���%��& '�� ���� �!� ������ 	� 	 ����
� �����!
� ��� ! !����!
� �����	����� ��	 
!��� (
�!��� ������	� A+ 	 A−� '��� ���� %����!	�� �����!�� ���
� �
 �������� 	� ���� �	 A+ !
���� �( A−� ��	 )��� ���
��	� %��!	���	����%� ������	��� ! ���� �	 A+ ��	 
!��� ( �����	��
λ+� ! ���� �	 A− ��� ����� ��	 
!��( � �����	�� λ−� ���!	���	���
� ������	�� ��	 ������+
�� 
 ����
 �� ����� 
���� %����!	�� ������ � ������
!�� 	 %������ -����!��	� ������
!�� �	
�����		 λ ��	!��	� � ������ �� ���!	�� ���  ���
 �!�� �����	�� .��� �	�� 
�� �
 �����	�+
 � ! ���� �	� %�� %��!	���	���
� ������	�� 	���� ���
��	� λ(+,+) = k1λ+(z1, a1) + k2λ+(z2, a2)�
'��� ���� %����!	�� ���!�� �����!�� ���
 ��� ���������� ! ��
�� z = z1�  ���!�� �!�/0�� ��
 ��%����� ! %��!	���	����� ������	��� ������ 	����	�(  !�� ���
��	�  λ+(z1, a1) �� λ−(z1, a1)�
-��	� ������� %����!	�� ���!�� �����!�� ���
  ���	���� �����	� ��� λ(+,+)  �����	�� ���
λ(−,+)� ��  ����� �����%	
�
� �������� ����
	�� 
�� %����!	�� !����� �����!�� ���
  ���	��+
�� �����	� ��� λ(−,+)  �����	�� ��� λ(−,−)2 %����!	�� ���!�� �����!�� ���
  ���	���� �����	�
��� λ(−,−)  �����	�� ��� λ(+,−)2 	� �������� %����!	�� !����� �����!�� ���
  ���	���� �����	�
��� λ(+,−)  �����	�� ��� λ(+,+)� -��	� �������� �
 ����
	� ����� 	� 
��
��� ����  ���!�� �!�+
/0	� 
��
��� ����	���	�� %��!	���	����%� ������	���� �3��4�� 5����� ��	 
!�/0�/ �����	�
��� λ(±,±) ������
	� A±±� " ������ ����� �� �������
 �!� %����!	�
� ���� �������
� ����/��+
���( ! ������ 	� ���� ��� A±± !	�	� �!� �����!
� ���
� "� ! �� ��� ���� �!� !�����	 �
 	����

�������
	�
 ����������		��� ���
	����� 	
 ��	���
�� ��� �
 ��������� � ��� �
 ������� �������	�����  

����!�
	�� ��� "�� 	����� ��	

 	
 �����������
��� ������� �������	����� 	� � �
� �
 �	��
	�
� �
����	 λ � φ�
# ��$
� �����
 �
 ������� 	���� �� 4k ���� %k = 1, 2, . . .& ��� �
���	
�	��� 	����� �����



��������	 
���
����
���	 ���� ��

���� �� �� ������	 
�	����
�	�� ������� ���
����������� 
��	������ λ(ρ, z) ����
�	�	��� ��� �	���	� ����

A++� A−+� A+−
� A

−−

 �����	 z1 = −3� z2 = 3� a1 = 1.5� a2 = 3� m = 1�

������ �����	�� 
���� ��

��� �
�� �������� �� �����	�

� �����	�� 
��� ���� � ���������
���� �������������� ��������� �
������
���� ��� �������� � �
��� 

 �
��� ��
	��
���

� 
����
��
� � ��
���� ��
���
��� ���� 	���� ���� 
������	
� � ��
���� ��
��� ��
���� ��
����

��� ���� λ(ρ, z) ��� �
"�� �� �
�� ���	���
 

 ���� #$ %$ ��
��� ��
���
��� ���� φ(ρ, z) �����



�����
� 	���

&�
���� ν(ρ, z) ������������ 	��
"�
��� '(��)*� ��������� 	����
�
�� ������+��� ��

���

��� ����	��,

ν(ρ = +∞, z = +∞) = 0 	 ���
��� A++, '���-*

��� ����	����	��� ρ0 = +∞$ z0 = +∞ 	 '(��)*� . ����
�$ ���� (ρ, z) ∈ A++$ �� ���	
� �
��������
	

�� l ��"�� ���/ �
�����"�

 	 ���
��� A++$ 	 �
����	� ���	� ����
� 	���/ ���


��

ν(R, z) =

R
∫

ρ0

R

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ−
z

∫

z0

ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ=ρ0

. '���0*

. ����
�$ ���� (ρ, z) �
�����"�

 	 ����� �
��� �
������
���$ ���	
� �
�������	

�� l �����
���������/ � �
��� 

 �
���� .������	�� 1���� �

��
�� ��
���� ν 

 �����
��
���� ρ → ∞$
z → ∞ 	 �
��
� A−+$ A+−$ A−− ����� �����
�/�� �� 
��� 

 
�������� ������

�� �

��
���
�������

ν(R, z) =

R
∫

ρ0

R

[

λ2
1 − λ2

2 −
1

2

(

φ2
1 − φ2

2

)

]

dρ−
z

∫

z0

ρ [2λ1λ2 − φ1φ2] dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ=ρ0

+ ν(ρ0, z0), '���(*

��� ν(ρ0, z0) = 0 	 ����
� (ρ, z) ∈ A++� &�
���� ν ���	���

 

 ���� )� 2������$ ��� �
���	�
��
���� �� ��� �����
� �� �����	�
 	 �
��� A++ � A−+ �����
���� ���/�� �

��� � �
	
� ��

������
� 	�����
�$ ��� ��������	
�� 
������	
���/ ��
���� ν ��� �������� �� ��
� �
��� 	
������� . ���� ���
���� ν ��
������/
� λ � φ �� �

��
�� 	 ���
��� A++ ��	�
�
�� �� �

��
����
	 ���
��� A−−$ 
 �

��
�� 	 ���
��� A−+ 3 �� �

��
���� 	 A+−�

. �
�����
�� 1���� �
����
 �������$ ��� �


� ������ ���	����� �������/ ��4�
��$ ������
	
�+�� �����	��/
�� ����� �����	�� 
��$ �
�����"�

�� 

 ��� z� �
�������� ������������ n
�����	�� 
��$ ��� 1���� 	��/��� n ���������� ���������
�� ��4�
��$ �
�����"�

�� 	 ����
�
zs 's = 1, . . . n* 

 ��� z� 5�� ��
	��
���

��� ����
��
�
 	������ �
��
 ���"�
��

λ =

n
∑

s=1

ksλ±(zs,m, as), ��� m =
n
∑

s=1
ms$ ks =

ms

m
. '����*
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���� �� ������ ����	�� ν(ρ, z) 
 ��
����� A++� A−−
����� ��� 
 ��
����� A

−+� A+−
����� �� 
 �
���� m1 = 1�

m2 = 2� a1 = 1.5� a2 = 5� z1 = −3� z2 = 3�

� ���� �	
��
 �� �
�
� ��
�� 2n ���	����� ���������� �	� λ � φ� �	� ������� �� �������
�
����� ν(ρ, z) ���
�
	�
���  ����
��
� !"#�$%# &���������
' ��	���� ������� �
(
��� ���)
������ ��� A±...±�  �
�
	����
 ��	
��� ����� 2n ����# &����� �� ���� ��
���
�� �
�
� ���	� ���
����� �� ��� � ��
���� ������� ���������� �# *�����
�� �
�
�
��� ���	� ��
 ����� �� �����
�����	��
����  ����
 z1 ��� z �� �� ��	���� A+... �����
�  ��	���� A−...#

��������	�

+�	
�
�� �
(
��
� ����� �',

 � 
 ����� �
 ����  �
���� ��� ������ � ��������� ���)
	����� ��	
�  �����	��� ����
������� ���������� 
) �
�
��# -	� ������
��� �
(
��� ��	
����	��� �� �	
�
',�� ������.  ���� �
(
��
� ����� �',

 ������
��
' ��
���
��� ����
�)
����
' ����� 
' ���
  �
���� ��� ������ �� ���	����� ��	
� !"#/� "#$%� �
(
��
 ��	� ��
�)
��� 	
��  ��
����
�������  
�	
 �� ����
�
 ��������� !�#$)�#0%� ���
�  ���� ����
�
 ���������
�
��� �
(
��� ��	 �� ��
� �� ��� z ����
��� �� ���
�� z → z − z0�  �
�
	����
 ��	
�
�� ��	

��
���
��� ����
������� ����� �� ����� ������,
���  ����
 z0 ��� z# -�	

� ��	��� �� ��� �)
��������
 ���
����	� λ(zk,m, ak) !k = 1, 2% �	� � 
� ����� �� ���� ������,����  ������ z1 �
z2 !�#�1%� ��	
�
�� �
(
��
 �	� � 
� �����,���� ����� �� ���# +�	
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���
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